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Résumé 

 

Cette étude s’intéresse à l’effet d’un  champ magnétique axial imposé sur un écoulement 

incompressible d’un fluide électriquement conducteur entre deux cylindres coaxiaux 

horizontaux en rotation. Le champ magnétique imposé est supposé uniforme et constant, la 

génération de la chaleur due à la dissipation visqueuse est prise en considération dans la 

présente étude. Les parois du cylindre intérieur et extérieur sont maintenues à des 

températures et concentration constantes  mais différentes. Le  mouvement du fluide est dû à 

la rotation de cylindre intérieur avec une vitesse constante. Une solution exacte des équations 

régissant l’écoulement a été obtenu sous forme de fonctions de Bessel. Un schéma implicite 

de différences finies a été utilisé pour la résolution numérique. Les distributions  de vitesse et 

de températures ont été obtenues  aussi bien avec que sans l’influence du champ magnétique. 

Les résultats obtenus montrent que l’application du champ magnétique a pour effet de 

stabiliser l’écoulement. La vitesse et la concentration entre les deux cylindres décroissent 

d’avantage  au fur et à  mesure que  le nombre de Hartmann augmente, en revanche, ce 

dernier n'affecte pas la température. En augmentant le nombre de Hartmann, on constate une 

nette décroissance  du nombre de Nusselt sur la surface des cylindres. L’Application du 

champ magnétique a pour effet de diminuer le nombre de Sherwood sur le cylindre extérieur 

fixe. Par contre l’augmentation du nombre de Hartmann améliore le transfert de matière sur le 

cylindre intérieur rotatif.  

 

Mots clés: Cylindres rotatifs, dissipation visqueuse, transfert de chaleur et de masse, champ 

magnétique, fonction de Bessel, différences finies. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Abstract 

 

This study is interested in the effect of an axial magnetic field imposed on incompressible 

flow of electrically conductive fluid between two horizontal coaxial cylinders. The imposed 

magnetic field is assumed uniform and constant. The effect of heat generation due to viscous 

dissipation is also taken into account. The inner and outer cylinders are maintained at uniform 

but different temperatures and concentrations. The movement of the fluid is due to rotation of 

the cylinder with a constant velocity. An exact solution of the governing equations for 

momentum and energy are obtained in the form of Bessel functions. A finite difference 

implicit scheme was used in the numerical solution to solve the governing equations of 

convection flow and mass transfer. The velocity, concentration and temperature distributions 

were obtained with and without the magnetic field. The results show that for different values 

of the Hartmann number, the velocity and concentration between the two cylinders decreases 

as the Hartmann number increases. On the other hand, it does not affect the temperature. Also, 

it is found that by increasing the Hartmann number, the Nusselt and Sherwood numbers 

decreases.  

 

Keywords: Rotating cylinders,  viscous dissipation, heat transfer, mass transfer,  magnetic 

field, Bessel function, finite difference. 
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                   INTRODUCTION GÉNÉRALE 

 

L'étude de l'écoulement en rotation  des fluides électriquement conducteurs tels que les 

métaux liquide et le plasma en présence du champ magnétique, appelée 

magnétohydrodynamique (MHD) a beaucoup été analysé ces dernières années en raison de 

son importante dans la mécanique des liquides moderne et ses diverses applications. En 

astrophysique et géophysique, est appliqué à l'étude des structures stellaires, des noyaux 

terrestres et plasma solaire. Dans l’industrie, il trouve son application dans les pompes mhd, 

les réacteurs nucléaires, l'extraction de l'énergie géothermique, la métallurgie et la croissance 

cristalline dans le domaine des semi-conducteurs, le contrôle du comportement  et de la 

stabilité des écoulements convectifs. 

Le présent travail concerne l’étude de l’écoulement confiné d’un fluide incompressible 

conducteur d’électricité à Reynolds magnétique entre deux cylindres coaxiaux horizontaux en 

rotation. Il s’agit d’une étude relative à un domaine de recherche où la Mécanique des Fluides 

et l’Energétique sont étroitement imbriqués qui est celui des « Transferts couplés ». L’objectif 

de cette étude est d’aboutir à une détermination de l’influence du champ magnétique sur les  

champs dynamique, thermique et concentration. 

Les équations fondamentales régissant le comportement des deux milieux, fluide et 

solide, sont ensuite formulées ainsi que les conditions initiales et aux limites. 

Les caractéristiques hydrodynamiques et du transfert de chaleur ont été déterminés 

analytiquement dans un espace annulaire cylindrique dans le cas d'un développement 

simultané des champs de vitesse et de la température dans un écoulement laminaire Cet 

écoulement résulte de la rotation du cylindre intérieur en présence d’un champ magnétique 

uniforme et externe. Une solution exacte des équations régissant l’écoulement a été obtenu 

sous forme de fonctions de Bessel. 

Le traitement numérique  dans le cas d’un écoulement axisymétrique  bidimensionnel 

des équations de Navier Stokes, de l’énergie et de diffusion-convection  a permis la 

détermination de l’étude de l'influence des paramètres géométriques et hydrodymagnétique 

sur le mécanisme d’échange thermique  et solutale entre les parois et le fluide. La méthode 

numérique utilisé est une méthode  implicite aux différences finies de types Crank – Nicolson. 
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Une étude développée  du cas d’un écoulement rotatif a été conduite à terme associant 

une étude analytique et une étude numérique. Les résultats des deux études offrent une bonne 

concordance. 

La recherche du lien entre la structure de cet écoulement mhd et le transfert de matière 

ou de chaleur (fluide- paroi) demeure toujours  d’actualité, sans doute en raison de la 

complexité du problème hydrodynamique de cet écoulement, connu sous le nom de Taylor 

Couette. 

 

. 
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I.1. Introduction  

L'étude de l'écoulement des fluides conducteurs de l'électricité tels que les métaux 

liquide et le plasma en présence du champ magnétique, appelée magnétohydrodynamique 

(MHD) a été beaucoup investigué ces dernières années en raison de son importance dans la 

mécanique des liquides moderne et de ses diverses applications. En astrophysique et 

géophysique, il est appliqué à l'étude des structures stellaires, des noyaux terrestres et plasma 

solaire. Dans l’industrie, il trouve son application dans les pompes mhd, les réacteurs 

nucléaires, l'extraction de l'énergie géothermique, la métallurgie et la croissance cristalline 

dans le domaine des semi-conducteurs, le contrôle du comportement  et de la stabilité des 

écoulements convectifs. 

 

I.2. Contenu du mémoire  

Le présent travail comporte cinq chapitres. Le premier est consacré à une revue 

bibliographique sur les écoulements mhd et les principaux résultats sur  les effets du champ 

magnétique sur les transferts de chaleur et de masse  d’un fluide conducteur d’électricité dans 

les écoulements rotatifs.  

Le deuxième chapitre  présente la description de l’écoulement et la formulation mathématique 

du problème avec les caractéristiques géométriques et physiques.  

L’objet du troisième chapitre est de développer une solution analytique, valide pour un 

écoulement MHD stationnaire en présence d’un gradient de température dans une  cavité 

cylindrique, basée sur l’approximation des fonctions de Bessel modifiées. 

Dans le chapitre suivant, nous décrivons le code numérique ainsi que l’algorithme de calcul 

utilisé dans cette étude, basé sur la méthode des différences finies. 

Le cinquième chapitre est consacré à la comparaison des résultats obtenus analytiquement 

avec ceux obtenus numériquement ainsi qu’à leur discussion 

Finalement nous concluons ce travail par un récapitulatif sur les principaux résultats et une 

conclusion, ainsi que ses perspectives ultérieures 

 

 

I.3. Revue bibliographique 
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Les études sur les écoulements magnétohydrodynamique ont été lancées par les 

travaux pionniers de  Hartmann et Lazarre en 1937, qui ont effectué l'étude théorique et 

expérimentale d'un écoulement laminaire de mercure dans les conduits placés dans le champ 

magnétique. Le sujet a été développé plus tard par Alfvenen en 1950, qui a établi les bases de 

la magnétohydrodynamique (MHD). 

�x L’influence du champ magnétique sur le champ dynamique dans les écoulements 

rotatifs 

 

S. Chandrasekhar (1961) [1] dans sa théorie de la stabilité en 1961  a consacré une attention 

particulière à la prévision de la stabilité linéaire de l'écoulement hydrodynamique et 

hydromagnétique de Taylor–Couette, non seulement pour le cas simple où le cylindre 

intérieur tourne et l’extérieur est maintenu fixe, mais également pour les cylindres contra – 

rotatifs et co–rotatifs de hauteurs infinies. Il a considéré le problème dans le cas où le rapport 

d’aspect �+�:  �’   et le jeu radial d/R1<<1. 

H. Kikura et al (1999) [2] ont appliqué la technique de mesure de la vitesse à ultrasons 

(UVP) à  divers cas d’écoulements de fluides ferromagnétiques (a) Système tournant de 

Couette, (b) écoulement de Sloshing (c) écoulement oscillatoire dans une conduite. Dans le 

cas de l’écoulement de Couette, un champ magnétique non-uniforme a été appliqué 

horizontalement, ils ont montré que la vitesse diminue avec l'augmentation de la force de 

champ magnétique. 

Bessaih, Ph. Martyet, M. Kadja . (1999) [3] ont étudié  numériquement un écoulement mhd 

laminaire d’un métal liquide contenu dans une enceinte cylindrique, ayant un rapport  

d’aspect égal à 1, dont la paroi supérieure est en rotation. L’ensemble est soumis à un champ 

magnétique externe vertical. Un bon accord entre les résultats asymptotiques et numériques 

est obtenu par ces auteurs. Ces derniers ont montré qu’on peut contrôler l’écoulement 

primaire par un bon choix de la conductivité électrique des parois de l’enceinte en question.  

Hayat et al. (2004)  [4] ont étudié l’influence d’un champ magnétique  sur un fluide non 

Newtonien, ils ont employé la méthode dite Homotopy Analysis Method (HAM) pour obtenir 

une solution analytique d’un modèle  Oldroyd à 6 constantes pour (a) un écoulement de 

Couette stationnaire (b) un écoulement de Poiseuille stationnaire (c) un écoulement de 

Couette généralisé. Leur solution a montré une dépendance forte des paramètres de fluide 

non-Newtoniens.   
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Dans une autre publication Hayat et al. (2004)  [5] ont considéré également deux plaques 

parallèles infiniment longues non conductrices entre lesquels le même fluide coule sous 

l'influence d'un champ magnétique transversal uniforme.  

La condition à la frontière de la plaque supérieure utilisée est différente de l’étude [4], la 

plaque supérieur considéré dans [5] oscille tandis que la plaque inférieur est au repos. Leur 

solution analytique a encore suggéré que l'écoulement en présence du champ magnétique est 

fortement influencé par la force du champ magnétique appliquée, les paramètres physiques du 

fluide, et le mouvement de la plaque supérieure.  

L'année suivante, Asghar et al (2005) [6] ont étudié  l’effet de transfert de chaleur et l’effet 

Hall sur un écoulement MHD d’un fluide non Newtonien de modèle  Oldroyd-B entre deux 

disques excentriques infinis  et rotatifs. Ils ont obtenu des solutions exactes pour  la vitesse, la 

force et le couple exercé par le fluide. Sur la base de leur solution théorique, ils ont prouvé 

que l'épaisseur de la couche limite de Hartmann diminue avec le nombre de Hartmann par 

contre elle augmente avec le paramètre de l’effet Hall; ils ont remarqué aussi que lorsque le 

nombre de Reynolds magnétique est très faible, la configuration de d'écoulement qui tient 

compte de l’effet  Hall  est remarquablement similaire à celle de l'écoulement non conducteur.  

M.Kaneda et al (2005) [7] ont étudié numériquement l'écoulement hydromagnétique de 

Taylor–Couette pour déterminer le couple–moteur appliqué sur le cylindre intérieur en 

fonction de la vitesse de rotation et du champ magnétique vertical caractérisé par le nombre 

de Hartmann (Ha). Lorsque le nombre de Reynolds est inférieur à sa valeur critique (Rec 

critique ~70), le champ magnétique augmente le couple – moteur pour la valeur de Re donnée. 

En revanche, pour des valeurs de Re plus grandes que la valeur critique, ils ont constaté que le 

champ magnétique modéré fait diminuer le couple – moteur. Ainsi quand le nombre de 

Reynolds est plus grand que sa valeur critique, l'effet du champ magnétique modéré est 

renversé. Au de la de Re>Rec et pour des valeurs de Ha, le mode de cellules diminue de 4 à 2 

cellules. Ce changement dans le plan d'écoulement méridien réduit le couple – moteur de près 

de 25% pour Re=300. Pour Re>Rec et des valeurs plus élevées de Ha, le mode de cellules 

égal à 2 car la force de Lorentz tend à fait disparaitre l'écoulement azimutal. 

Kikura et al (2005) [8] ont étudié expérimentalement l’écoulement d’un fluide ferro- 

magnétique dans un système de Taylor-Couette avec un  faible rapport d’aspect à l’aide de la 

méthode ultrasonic velocity profile (UVP). Ils ont utilisé un aimant situé à l'extérieur des 

cylindres pour appliquer au champ d’écoulement un champ magnétique non-uniforme 
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permanent. Ils ont mesuré  la distribution de  la vitesse axiale en utilisant la technique de 

mesure UVP et ils ont analysé l'influence du champ magnétique appliqué sur le  control  de la 

bifurcation de l’écoulement.  Les résultats ont démontré que la méthode UVP était capable de 

fournir les informations sur la structure d’écoulement de Taylor-Couette avec rapport d'aspect 

faible, dans un fluide ferromagnétique   

Hayat and Kara (2006) [9]  ont  plus tard étudié l’écoulement de  couette instationnaire  d'un 

fluide incompressible  non Newtonien  entre deux cylindres coaxiaux, soumis à un champ 

magnétique d'intensité variable en utilisant un modèle third-grade.  Des méthodes théoriques 

ont été utilisées pour analyser le problème non linéaire et une solution pour le champ de 

vitesse a été obtenue analytiquement. 

 
Hazem Ali Attia  (2006, 2008) avait essayé d’étudier numériquement des problèmes 

similaires à ceux de Hayat pour un fluide newtonienne et non-newtonien, en utilisant la 

méthode des différences finies [10, 11, 12]. Parmi ces travaux, il a pris en considération l'effet 

Joule, la dissipation visqueuse et l'effet Hall. Il a constaté que l'effet Hall  introduit une 

composante de vitesse supplémentaire dans la direction z, qui est influencée par la viscosité 

du fluide, mais pas par la conductivité thermique  du liquide.  

A. Feiz-Dizaji et al  (2008) [13] ont étudié  l'écoulement d'un fluide non Newtonien de third -

grade modèle  dans l'espace annulaire de cylindres rotatifs concentriques  en présence d’un 

champ magnétique. A cet effet, l'équation constitutive d'un tel écoulement de fluide a été 

simplifiée, et l'existence de la solution de l'équation qui régit l’écoulement a été prouvé en 

utilisant le théorème du point fixe de Schauder. Ils ont résolu le  problème numériquement en 

employant  la méthode des différences finies.  On constate dans leur étude  qu’il n’y a pas de 

différence importante entre les profils de vitesse des fluides newtoniens et non newtoniens 

pour �0=0.1 où �0 est  un nombre adimensionnelle lié à la constante du matériau due à la 

viscosité et la viscoélasticité  

G. S. Seth & Raj Nandkeolyar et al (2009) [14] ont étudié un écoulement de Couette 

stationnaire  d'un  fluide visqueux incompressible électriquement conducteur  dans un système 

de rotation, en présence d'un champ magnétique incliné d’un angle �� avec la direction positive 

de l'axe de rotation. La  Solution exacte des équations qui régissent  le problème est obtenu. 

La Formulation mathématique du problème contient trois paramètres principaux à savoir  ��, le 

paramètre de rotation K2 et le nombre de Hartmann M2. Le Comportement asymptotique de la 

solution est analysé pour les faibles ainsi que les grandes valeurs de K2 et M2. Ils ont prouvé 
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que l’angle d'inclinaison accélère l’écoulement primaire et secondaire alors que le champ 

magnétique les retarde. La  Rotation retarde l'écoulement primaire tout au long de la chaîne 

alors qu'elle accélère l’écoulement secondaire à proximité de la plaque mobile. La rotation 

induit un début d'écoulement inverse au sens d'écoulement primaire à proximité de la plaque 

fixe. L'angle d'inclinaison et le champ magnétique  réduisent les flux primaires et secondaires 

induits par le champ magnétique tandis que la rotation réduit  le flux  primaire induit par le 

champ magnétique et il augmente le flux  secondaire induit par le champ magnétique. 

S. Das et al (2009) [15] ont étudié l’effet de rotation et le champ magnétique sur un 

écoulement de Couette MHD instationnaire d’un fluide visqueux incompressible 

électriquement conducteur entre des plaques parallèles horizontales infinis dans un système en 

rotation. Une solution exacte des équations a été obtenue en utilisant une transformée de 

Laplace. Les Solutions pour les distributions de vitesse ainsi que des contraintes de 

cisaillement ont été obtenues pour des intervalles de temps petits, ainsi que celles associées 

pour des longues périodes. Il est constaté que pour des longues périodes la vitesse primaire 

diminue avec l'augmentation du paramètre de rotation K2 tandis qu'elle augmente avec 

l'augmentation du paramètre magnétique M2. Il est également remarqué qu’avec 

l’augmentation de K2, la vitesse secondaire v1 diminue à proximité de la plaque fixe alors 

qu'elle augmente près de la plaque mobile. D'autre part, la vitesse secondaire diminue avec 

l'augmentation du paramètre magnétique. 

R. Ellahi, et al (2010)  [16] ont déterminé des solutions analytiques pour un problème  non 

linéaire régissant  un écoulement  magnétohydrodynamique  stationnaire à un modèle de 

fluide third-grade  dans l'espace annulaire de deux cylindres concentriques, où ils tournent 

avec une vitesse angulaire constantes mais différentes. Ils ont analysé l’influence de 

paramètres d’écoulement sur la vitesse azimutale et ils ont montré que l’augmentation du 

champ magnétique conduit à la diminution de la vitesse et de la couche limite. 

Yaqing Liu et al (2011)  [17] ont étudié analytiquement un écoulement de Couette MHD 

instationnaire  d’un fluide incompressible non Newtonien de modèle Oldroyd-B   due à une 

accélération d’une plaque infinie. Les solutions exactes pour le champ de vitesse et la 

contrainte de cisaillement sont obtenues en utilisant la technique de transformation de 

Laplace. 

Seth and Singh (2013) [18] ont étudié  l’effet d’un champ magnétique uniforme et l’effet 

Hall sur un écoulement de Couette MHD instationnaire de classe II d'un fluide visqueux 
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incompressible et électriquement conducteur dans un système rotatif. La solution exacte des 

équations régissant est obtenue par  la technique de transformée de Laplace. Le 

Comportement asymptotique de la solution est analysée pour les petites et les grandes valeurs 

de paramètre de rotation  K2 et le paramètre magnétique  M2 lorsque le temps t >> 1.  L’effet 

Hall tend à retarder l'écoulement primaire tandis qu'il a un effet inverse  sur l’écoulement 

secondaire. A l’inverse le champ magnétique tend à accélérer l'écoulement primaire alors qu'il 

a tendance à  retarder  l'écoulement secondaire. La rotation a tendance à accélérer à la fois 

l'écoulement primaire  et secondaire. 

Jenn-ShyangKuo, Jik Chang Leong (2013) [19] ont étudié un écoulement d’un fluide 

électriquement conducteur rempli entre deux parois cylindriques concentriques relativement 

proches les uns des autres. Dans ce travail une solution théorique de l’écoulement stationnaire 

de Taylor-Couette entre ces deux cylindres rotatifs isolés l'électriquement sous l'influence 

d'un champ magnétique radial a été réalisé. En résolvant simultanément les��équations de 

Maxwell et de Navier-Stokes simplifiées, les profils de composante de vitesse tangentielle et 

du champ magnétique induit ont été obtenus grâce aux fonctions de Bessel modifiées du 

premier et second ordre, dont l'argument contient  le nombre de Hartmann et  la coordonnée 

radiale. Une étude numérique a été également effectuée pour valider la solution théorique 

actuelle. Ils ont trouvé que les résultats analytiques et numériques sont identiques quand 

Ha=1, tandis qu’elles s'écartent légèrement les uns des autres quand Ha augmente. Les 

résultats actuels montrent que la présence du champ magnétique externe provoque 

l’accélération de l'écoulement à proximité du cylindre lent alors qu’au voisinage  du cylindre 

rapide l’écoulement ralenti. Ceci montre  bien que le champ magnétique externe sert à unifier  

la distribution de la vitesse à l’exception des régions proches des cylindres, à savoir, la couche 

de Hartmann. L'intensité du champ magnétique induit est directement proportionnelle à la 

différence de vitesse entre le cylindre intérieure et extérieure. 
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�x L’influence du champ magnétique sur le transfert de chaleur dans les écoulements 

rotatifs 

 
Tatsuo Sawada et al (1993) [20] ont étudié expérimentalement  la convection naturelle d’un 

ferrofluide  entre deux cylindres concentriques horizontaux et isothermes. Ils ont observé que 

la convection naturelle pourrait être contrôlée par l’application d’un champ magnétique. La 

température du cylindre extérieur est maintenue à 15 ° C, alors que  le cylindre intérieur a été 

rapidement chauffé de 15 ° C jusqu’à 25 ° C. Un liquide cristallin thermosensible a été utilisé 

pour la visualisation de la  température à la place de la  visualisation de l'écoulement;  les 

températures sur la section centrale transversale ont également été mesurées par des 

thermocouples. Un champ magnétique a été appliqué pour les cylindres à l'aide d'un aimant 

permanent. Plusieurs types d'expériences ont été menés pour étudier l’influence de la 

direction et de l'intensité du champ magnétique sur la convection naturelle. En absence du 

champ magnétique, la convection naturelle ordinaire  a été observée. Lorsque le gradient du 

champ magnétique a été appliqué dans la même direction que la gravité, la gravité apparente a 

augmenté; Cependant, seule une petite variation du champ de température a été observée.  

Lorsque le gradient du champ magnétique a été appliqué dans le sens inverse de la gravité,  ils 

ont observé une influence significative sur la distribution de la température sur la paroi. Il a 

été vérifié que la convection naturelle pourrait être contrôlée par l'intensité et la direction du 

champ magnétique. 

H. Ben Hadid, et D. Henry (1996)  [21] On étudié l’effet d’un champ magnétique constant 

sur un écoulement tridimensionnel  d’un liquide métal dans une cavité cylindrique 

correspondant à la croissance de Bridgman horizontal. Les équations de Navier-Stokes et 

d’Ohm ont été résolues numériquement en trois dimensions.  Les résultats montrent que 

l'augmentation de l'intensité du champ magnétique appliqué conduit à plusieurs changements 

fondamentaux dans l’écoulement et  la convection. L'intensité de l’écoulement est réduite 

dans tous les cas, généralement avec une variation asymptotique au-delà d’une certaine valeur  

de Ha, qui dépend de la direction du champ magnétique constant appliqué.  Avec  un rapport 

d'aspect moyen  de la cavité qui correspond à cette étude, la diminution de l’intensité de 

l'écoulement est plus forte pour l'orientation du champ magnétique vertical, et  plus faible 

pour les deux autres orientations longitudinale et transversale. Les changements structurels 

observés correspondent à l'apparition de profils de vitesse spécifiques, de couches de 

Hartmann et de couches parallèles. L'effet principal est la tendance de l'écoulement vers 
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bidimensionnelle avec un profil de vitesse linéaire horizontal selon y. Ces changements sont 

en fait étroitement liés à la répartition du courant électrique induit dans la cavité, qui est 

spécifique à chaque orientation du champ magnétique. 

Singh, S.K., Jha, B.K. and Singh, A.K. (1997) [22] ont présenté des solutions exactes pour 

une convection naturelle complètement développé dans un espace annulaire vertical  de 

longueur infini soumis  à un champ magnétique radial. Les expressions du champ de vitesse, 

du champ de température, de taux de transfert de masse  et du coefficient de frottement sont 

données   pour différentes  conditions aux limites  thermiques. Ils ont observé que la vitesse et 

la température du fluide sont  plus grandes dans le cas de condition isotherme par rapport  au 

cas de condition de flux de chaleur  constant imposé lorsque la taille de l’espace annulaire est 

inférieure ou égale au rayon du cylindre interne tandis que le phénomène inverse se produit 

lorsque l'écart entre les cylindres est supérieur au rayon de cylindre intérieur. En outre, l'effet 

du champ magnétique consiste à pour effet de diminuer le champ de vitesse dans les deux cas. 

 
El-Amin, M.F. (2003)  [23] ont étudié les effets  de résistance du premier et du second ordre 

dû  à la matrice solide du milieu poreux sur la convection forcé dans un cylindre horizontale 

en présence d’un champ magnétique et la dissipation visqueuse. Différentes conditions  de 

température sur la paroi sont considérées. La méthode locale  de non-similitude du deuxième 

ordre est utilisée pour convertir les équations non linéaires en  un système d'équations 

différentielles ordinaires, qui a été résolu en utilisant  la méthode de Runge Kutta du 

quatrième ordre.  Les résultats ont montré que la vitesse diminue avec l’augmentation de 

l’intensité du champ magnétique à cause de l’effet retardateur de la force magnétique, par 

conséquent,  l'épaisseur de la couche limite dynamique devient plus grande, et la séparation de 

la couche limite se produit plus tôt. La température augmente avec l’augmentation de nombre 

de Hartmann. 

H.S. Takhar, A.J. Chamkha, G. Nath (2003) [24] ont développé une étude de convection 

mixte instationnaire  dans un cône vertical tournant avec une vitesse angulaire dépendante du 

temps en présence d'un champ magnétique. Le système d’équations aux dérivés partielles 

non-linéaire couplées régissant l'écoulement a été résolu numériquement en utilisant un 

schéma implicite aux différences finies. Le coefficient de frottement local et le nombre de 

Nusselt local dans les directions tangentielle et azimutale augmentent quand la vitesse 

angulaire de cône augmente avec le temps; mais ils ont observé  une tendance inverse quand 

la vitesse angulaire diminue. Le champ magnétique réduit le coefficient de frottement et le 
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nombre de Nusselt dans la direction tangentielle, mais il augmente le coefficient de frottement 

local dans la direction azimutale. Les coefficients de frottement local et le nombre de Nusselt  

augmente avec la force de flottabilité. 

Sankar, M., Venkatachalappa, M. and Shivakumara, I.S. (2006) [25] ont étudié 

numériquement l’influence d’un champ magnétique axial et radial sur la convection naturelle 

d’un fluide conducteur de l'électricité avec un faible nombre de Prandtl (Pr= 0,054) dans un 

espace annulaire cylindrique vertical. Les cylindres intérieurs et extérieurs sont maintenus à 

des températures uniformes et les parois horizontales supérieure et inférieure sont 

thermiquement isolées. Un schéma aux différences finies constitué de la méthode implicite 

aux directions alternées (ADI) et la méthode de lignes successives sur relaxation (SLOR) sont  

utilisées pour résoudre les équations régissant le problème qui sont formulées sous la forme  

vorticité- fonction de courant. Les Résultats numériques de  taux de transfert de chaleur, la 

température et la vitesse ont été présentées pour  des valeurs  de Hartmann radial  0�” Har et 

axial Hax �”100, un nombre de Rayleigh 103�” Ra �”106,  un rapport de rayon  1�” R �”10 et un 

rapport d’aspect 0�” �=�”100.  Les résultats numériques montrent que dans des cavités de faibles 

profondeurs le transfert de chaleur et l'écoulement sont supprimées de façon plus efficace par 

un champ magnétique axial, tandis que, dans les cavités de grande taille un champ 

magnétique radial est plus efficace. Il est également constaté que les oscillations de 

l’écoulement peuvent être supprimées de manière efficace en imposant un champ magnétique 

externe. Le nombre de Nusselt moyen augmente avec le rapport des rayons, mais diminue 

avec le nombre de Hartmann.  

Bessaih et al. (2009) [26] ont étudié la stabilité magnétohydrodynamique d’un écoulement 

tournant dans un cylindre contenant du métal liquide (Pr=0.015), ayant un rapport d’aspect 

égal à 2 et soumis à un gradient vertical de température et un champ magnétique axial. La 

méthode des volumes finis a été utilisée afin de résoudre les équations de continuité, de 

quantité de mouvement, d’énergie et du potentiel électrique. Ils ont montré qu’en absence de 

champ magnétique, le nombre de Reynolds critique est une fonction décroissante du nombre 

de Richardson (pour les valeurs du nombre de Reynolds critiques Recr = 2575, 924, 802 et 

606), correspondant respectivement aux valeurs du nombre de Richardson (Ri=0, 0.5, 1.0 

et2.0). Ils ont établi un diagramme de stabilité d’après les résultats numériques de cette 

investigation. Ce diagramme met en évidence la dépendance du nombre de Reynolds critique 

avec l’augmentation du nombre de Hartmann, Ha, pour différentes valeurs du nombre de 

Richardson. En conclusion, cette étude confirme la possibilité de la stabilisation d’un 
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écoulement de métal liquide en convection mixte par application d’un champ magnétique 

axial. 

W. Wrobel, E. Fornalik-Wajs, J.S. Szmyd (2010) [27]  ont  réalisé une étude expérimentale 

et numérique de  la convection thermo-magnétique d’un ferrofluide dans un espace annulaire 

entre deux cylindres coaxiaux verticaux. Cette étude est complétée par une analyse 

expérimentale de la convection naturelle en fonction de l'angle de l'inclinaison afin de faire 

apparaître la stabilité de la configuration actuelle.  Ils ont observé qu’en  fonction de la 

direction et de la force du champ magnétique, on peut améliorer ou supprimer les 

mouvements de convection. Les distributions du nombre de Nusselt présente des minima dans 

deux positions de l'enceinte, qui dépend de la relation réciproque entre les forces de gravité et  

les forces du au champ magnétique. 

M.A. Azim, A.A. Mamun, M.M. Rahman (2010) [28]  Ont étudié un problème stationnaire 

de mhd et  de transfert de chaleur dans une plaque plane verticale en tenant compte des effets 

de dissipation visqueuse, de chauffage par effet Joule, de paramètre de génération de la 

chaleur et de paramètre de conduction. Les équations résultantes obtenues en introduisant la 

fonction de courant à la variable adimensionnelles  sont résolues numériquement en utilisant 

la méthode des différences finies implicite. Les résultats montrent que La vitesse du fluide 

diminue avec l'augmentation du champ magnétique, le nombre de Prandtl et le paramètre de 

conduction tandis qu'elle augmente avec  l’augmentation de la fonction de  dissipation 

visqueuse, le paramètre de chauffage par effet Joule et  le paramètre de génération de la 

chaleur. Alors que la température du fluide augmente avec l'augmentation du champ 

magnétique, la fonction de  dissipation visqueuse, paramètre de chauffage par effet Joule et le 

paramètre de génération de la chaleur alors qu'elle augmente avec la diminution de nombre de 

Prandtl et de paramètre de conduction. En outre, le taux de transfert de chaleur diminue avec 

l'augmentation du champ magnétique, la fonction de  dissipation visqueuse, paramètre de 

chauffage par effet Joule, le paramètre de conduction et le paramètre de génération de chaleur 

et il augmente au fur et à mesure que le nombre de Prandtl augmente. 

O.D. Makinde, O.O Onyejekwe (2011) [29] ont adopté une méthode de tir couplé avec un 

algorithme d'intégration de Runge-Kutta de sixième ordre pour résoudre numériquement les 

équations différentielles non linéaires couplées du mouvement et l'énergie qui régissent 

l'écoulement stationnaire de Couette et le transfert de chaleur d'un fluide électriquement 

conducteur ayant une viscosité et une conductivité électrique variable entre deux plaques 
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parallèles en présence d'un champ magnétique transversal. L’écoulement est entraîné par 

l'action combinée de gradient de pression axiale et le mouvement uniforme de la plaque 

supérieure. Les résultats révèlent que l'effet combiné de champ magnétique, la viscosité et la 

variation de la conductivité électrique, ont impact significatif sur les propriétés 

hydromagnétiques et électriques du fluide. 

S.C. Kakarantzas, I.E. Sarris, N.S. Vlachos (2011)  [30]   Ont étudié l’effet combiné d’un 

champ magnétique  externe horizontal et une source de chaleur volumétrique interne  sur la 

convection naturelle d’un écoulement d’un liquide métal dans un espace annulaire vertical 

fermé dans laquelle les parois supérieure et inférieure sont adiabatiques tandis que les parois 

cylindriques sont maintenues à des températures différentes. L’écoulement est entraîné par 

deux mécanismes; la différence de température entre les deux parois cylindriques et le 

chauffage volumétrique. Les régimes laminaire et turbulent de l'écoulement sont évalués par 

des simulations numériques directes en trois dimensions. Les résultats montrent qu’en 

l'absence du champ magnétique, l’écoulement turbulent est développé dans la plupart des cas, 

alors qu’au fur et à mesure que le champ magnétique augmente l'écoulement devient 

laminaire. La température la plus élevée se trouve dans la partie supérieure centrale de la 

cavité annulaire lorsque le liquide est chauffé de façon volumétrique, ce qui entraîne la 

création de deux courants de convection où le fluide chaud monte dans la partie centrale et 

descend à proximité de deux parois froides. Les couches  Hartmann et Roberts développées à 

proximité des parois normales et parallèles au champ magnétique, respectivement, s’avèrent 

être responsable de la perte de l’axisymétrique de l'écoulement. 

Omid Mahian, Shohel Mahmud, Ioan Pop (2012)  [31] ont présenté  une analyse sur la 

première et la deuxième loi de la thermodynamique  pour montrer les effets de l'écoulement 

mhd sur les distributions de vitesse, de la température et de la production de  l'entropie entre 

deux cylindres rotatifs concentriques. L'écoulement d'un fluide incompressible et visqueux, et 

newtonien à l'intérieur de l’espace annulaire est considéré comme étant stationnaire et 

laminaire. Les parois des cylindres sont maintenues à différentes températures constantes. Les 

équations en coordonnées cylindriques sont simplifiées et elles sont analytiquement résolues 

pour obtenir le taux de la production d'entropie  locale et moyen. La distribution des vitesses 

dans l'espace annulaire est donnée en  fonctions des fonctions de Bessel modifiées I1 et K1. 

Par conséquent, pour obtenir le champ de température, le développement des fonctions de 

Bessel modifiée I1 et K1, avec trois termes sont utilisés dans l'équation de l'énergie. Ils ont 

trouvé que la vitesse et la température chutent dans l'espace annulaire avec l'augmentation de 
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nombre de Hartmann Ha et le nombre de Brinkman Br, respectivement. Ils ont constaté 

qu’avec l’augmentation du nombre de Hartmann, la génération d'entropie moyenne augmente. 

En outre, ils ont observé que pour un nombre de Hartmann Ha variant entre 0 à 1,25, la 

production d'entropie moyenne est minimale tandis que Br se situe dans la gamme de 6-8. Le 

rapport de rayon optimum, pour n'importe quelle valeur du nombre de Hartmann, est  égale à 

R = 0,55  au  cours de laquelle la production d'entropie est minimisée. 

RH Mozayyeni et AB Rahimi  (2012) [32] ont étudié  numériquement le problème de 

convection mixte stationnaire et instationnaire d'un fluide dans une région complètement 

développée entre deux cylindres horizontales infinies concentriques, en présence d'un champ 

magnétique constant et radial, en tenant compte des effets de dissipation de chaleur dans le 

fluide visqueux. L'écoulement est induit  par la rotation du cylindre externe froid avec une 

vitesse angulaire constante.��La méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre des 

équations régissant à deux dimensions, qui sont la continuité, la quantité de mouvement et 

l'énergie, par l'algorithme SIMPLE. Les investigations ont été menées pour des larges valeurs 

adimensionnelles de  Hartmann 0 < Ha < 200,  Rayleigh 1000 < Ra < 30,  Eckert, 0 < Eck < 

0.5 et Prandtl 0.5 < Pr < 20. Les résultats numériques montrent que l’écoulement et le 

transfert de chaleur sont supprimés plus efficacement en imposant un champ magnétique 

externe. En outre, il est constaté que ce champ magnétique externe provoque une chute de la 

vitesse et la température du fluide. En outre, ils ont montré que les termes de dissipation 

visqueux ont des effets significatifs dans des situations présentant des valeurs élevées  de 

nombres d’Eckert et  de Prandtl  et  des faibles valeurs de nombre de Reynolds. 

Récemment, une certaine attention a été accordée à l’étude d’influence du champ 

magnétique sur les nano fluides 

M. Sheikholeslami et al (2012) [33] ont  étudié l’effet d'un champ magnétique radial sur le 

transfert de chaleur par convection naturelle dans un espace annulaire concentrique entre un 

carré externe froid et un cylindre interne chauffé en utilisant la méthode  Lattice Boltzmann 

(LBM). La conductivité thermique et la viscosité effectives du nano fluide sont calculées à 

l'aide  des modèles de Maxwell-Garnetts (MG) et de  Brinkman, respectivement.  De plus un 

modèle de diffusion multifonctions (MDF) est utilisé pour simuler l'effet du champ 

magnétique uniforme. Les résultats révèlent que les oscillations de l’écoulement peuvent être 

supprimées de manière efficace par l'application d'un champ magnétique radial externe. En 

outre, on constate que le nombre de Nusselt moyen est une fonction croissante de la fraction 

volumique des nano particules et du nombre de Rayleigh, alors qu'il est une fonction 
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décroissante du nombre de Hartmann. Par la suite Ashorynejad et al (2013)  [34] a repris ce 

travail pour étudier l’effet d'un champ magnétique radial sur la convection naturelle dans 

l'espace annulaire d’une enceinte cylindrique horizontal rempli de nano fluide en utilisant la 

même méthode. Dans une autre publication  Sheikholeslami (2013)  [35] a résolu ce 

problème de l'écoulement d'un nano fluide dans  un espace semi-annulaire d’une enceinte 

cylindrique avec un flux de chaleur constant  imposé a une paroi en utilisant la méthode du 

volume de contrôle basé sur les éléments finis. Les résultats indiquent que le nombre de 

Hartmann et l'angle d'inclinaison de l'enceinte peuvent être des paramètres de contrôle à 

différents nombre de Rayleigh. En présence du champ magnétique le champ de vitesse est 

retardé, donc la convection et le nombre de Nusselt diminuent. Récemment  Sheikholeslami 

et al (2014) [36]  ont appliqué la méthode Lattice Boltzmann pour simuler l'effet du champ 

magnétique sur la convection libre d’un nanofluide dans un semi-annulaire excentrique. Ils 

ont montré que le nombre de Nusselt a une relation proportionnelle avec la fraction 

volumique de nano particules et le nombre de Rayleigh; mais il a une  relation inverse avec le 

nombre de Hartmann et la position du cylindre intérieur pour un nombre élevé de Rayleigh. 

Ainsi, il peut être conclu que l'amélioration du transfert de chaleur augmente avec 

l'augmentation du nombre de Hartmann et décroît avec l'augmentation de nombre de Raleigh. 

 

S.Aberkane et al [37] ont étudié l’influence d’un champ magnétique axial d’un fluide 

conducteur d’électricité  entre deux cylindres coaxiaux horizontaux en rotation, la génération 

de la chaleur due à la dissipation visqueuse est prise en considération dans leur étude. Une 

solution exacte des équations régissant l’écoulement a été obtenu sous forme de fonctions de 

Bessel. Un schéma implicite de différences finies a été utilisé pour la résolution numérique.  

Les résultats montrent que pour des valeurs modérées du nombre de Hartmann, la vitesse 

entre les deux cylindres s’aplatit d’avantage au fur et à mesure que le nombre de Hartmann 

augmente; en revanche, il n'affecte presque pas la température. En augmentant le nombre de 

Hartmann, on constate une nette décroissance du nombre de Nusselt.  
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�x L’influence du champ magnétique sur le transfert de chaleur et de masse dans les 

écoulements rotatifs 

 

Y.Gelfgat,(1999) [38] a examiné la possibilité d'utiliser différents types de champs 

magnétiques tournants (RMF) et les combinaisons de ces derniers à contrôler les 

hydrodynamiques  et le transfert de chaleur et de masse  dans le processus de croissance 

monocristalline des semi-conducteurs. Certains facteurs qui contribuent à l'efficacité de 

l'influence RMF en technologies différentes sont analysés. Leurs applications spécifiques est 

illustré par quelques exemples. 

Presque en même temps��A. Kharicha et al (2004) [39]  ont étudié numériquement l'effet du 

champ magnétique axial ainsi que l’effet de  la conductivité électrique et l’épaisseur des 

parois sur un écoulement laminaire dans une cavité cylindrique rempli d’un métal liquide Pb–

17Li, le cylindre est entrainée  par un disque supérieur tournant, ils ont utilisé un code CFD 

basé sur la méthode des volumes finis  pour des valeurs de Reynolds Re �•100 et un nombre 

de Hartmann 0�” Ha �”100. Malgré l’hypothèse d’un très petit nombre de Reynolds 

magnétique Rm, le champ magnétique incité par cette quantité a été tenu en compte dans la 

formulation de leur problème. Ils ont analysé aussi l’influence du champ magnétique sur le 

taux de corrosion d’un métal liquide sur les parois métalliques en résolvants l’équation 

diffusion convection qui contrôle le transfert de masse.  

Plus tard une étude expérimentale a été faite par  A. Kharicha et al (2005) [40]  en utilisant 

la méthode Doppler  ultrasound pour étudier le processus de la corrosion et la dépendance 

entre de taux de transfert  de masse et les caractéristiques hydrodynamiques de l’écoulement. 

Ils ont trouvé que la conductivité des parois joue un rôle très important sur le champ 

d’écoulement et le transfert de masse et ils ont montré que pour une valeur de Ha fixe, le 

transfert de matière est plus élevé pour des parois électriquement conductrices que des parois 

isolantes. 

M. Abricka, Yu.Gelfgat, J. Kr uminš (2006) [41] ont contribué à l'étude des caractéristiques 

de transfert de chaleur et de masse dans la masse dans un récipient cylindrique sous 

l'influence de superpositions  des pulsations et des champs électromagnétiques rotatif stables. 

Les résultats obtenus témoignent d'une possibilité d'élargir considérablement la gamme de 

contrôle  des caractéristiques de transfert de chaleur /de masse sous l'influence de telle 

combinaison. 
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M. Venkatachalappa, Younghae Do, M. Sankar  (2011) [42]  ont effectué des calculs 

numériques pour étudier l'effet du champ magnétique axial et radial sur la convection 

naturelle de double diffusion dans une cavité cylindrique annulaire verticale. Les conditions 

aux limites sur les parois latérales sont imposées de manière à ce que les forces de volume 

d’origine solutale et thermique soient de différentes intensités, de même sens ou de sens 

opposé. Les parois supérieure et inférieure sont isolées et imperméables. Les équations qui 

régissent ce système de fluide sont résolues par la méthode implicite aux directions alternées 

et la méthode de lignes successives de sur relaxation. Les taux de transfert de chaleur et de 

masse à travers la cavité sont calculés en évaluant le nombre moyen de Nusselt et Sherwood. 

A partir des résultats numériques, ils ont trouvé que le champ magnétique supprime la 

convection à double diffusion uniquement pour de faibles rapports de flottabilité. Mais, pour 

de grands rapports de flottabilité, le champ magnétique est efficace dans la suppression de 

l'écoulement de convection thermique. De plus, le champ magnétique est efficace quand il est 

appliqué perpendiculairement à l'écoulement principal. 

Dans une récente publication S.Aberkane et al [43] ont étudié l’influence d’un champ 

magnétique axial sur le transfert de chaleur et de masse entre deux cylindres coaxiaux 

horizontaux en rotation Un schéma implicite de différences finies a été utilisé pour la 

résolution numérique.  Les résultats montrent que pour des valeurs modérées du nombre de 

Hartmann, la concentration entre les deux cylindres diminue d’avantage au fur et à mesure 

que le nombre de Hartmann augmente. En augmentant le nombre de Hartmann, on constate 

une nette décroissance du nombre de Sherwood.  

 

En conclusion les travaux antérieurs ont porté sur l’étude du comportement de l’écoulement 

en rotation sous l’effet d’un champ magnétique, ceci pour plusieures configurations 

géométriques;  disques tournants, cylindres tournants, espace annulaire dont l’un ou l’autre 

cylindre tournant ou les deux à la fois. La présente étude a tenu en compte l’effet de la 

dissipation visqueuse dans des écoulements mhd rotatifs. 

Comprendre l'influence  du champ magnétique sur la convection de double diffusion est 

important dans de nombreux domaines. Cependant, à notre avis il ya peu d’études qui ont été 

menées sur la convection à double diffusion dans une cavité annulaire tournante en présence 

d'un champ magnétique. Bien que l'écoulement tridimensionnel dans la cavité annulaire soit 

essentiel pour les systèmes réels, il est d'abord nécessaire de comprendre la structure de 

l'écoulement axisymétrique de base ainsi que le transfert de chaleur et de masse dans l’espace 
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annulaire correspondant. Les solutions exactes de l'écoulement de Couette mhd ont été 

réalisées il ya environ soixantaine d’années. Les solutions pour un écoulement entre deux 

cylindres concentriques rotatifs en présence d’un gradient de température sous un champ 

magnétique externe ont été limitées aux grand nombre de Hartmann. 
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�I�I�.�1�.� �I�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n

�D�a�n�s� �c�e� �c�h�a�p�i�t�r�e� �n�o�u�s� �s�i�t�u�o�n�s�,� �d�a�n�s� �u�n�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �é�t�a�p�e�,� �l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e� �é�t�u�d�e� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t

�a�u�x� �t�r�a�v�a�u�x�a�n�t�é�r�i�e�u�r�s�e�t� �n�o�u�s� �i�n�d�i�q�u�o�n�s� �l ��o�b�j�e�c�t�i�f� �p�r�i�n�c�i�p�a�l� �d�e� �c�e� �t�r�a�v�a�i�l�.

�D�a�n�s� �u�n�e� �d�e�u�x�i�è�m�e� �é�t�a�p�e� �n�o�u�s� �p�r�é�s�e�n�t�o�n�s�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �m�o�d�é�l�i�s�a�n�t� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �t�r�a�i�t�é

�d�a�n�s� �n�o�t�r�e� �é�t�u�d�e�.� �C�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �m�e�t�t�e�n�t� �e�n� �é�v�i�d�e�n�c�e� �l�e� �c�o�m�p�o�r�t�e�m�e�n�t� �d�e�s� �f�l�u�i�d�e�s�c�o�n�d�u�c�t�e�u�r�s�,

�c�e� �q�u�i� �e�s�t�l�e� �c�a�s� �d�e�s� �m�é�t�a�u�x� �l�i�q�u�i�d�e�s�p�a�r�e�x�e�m�p�l�e� �l�o�r�s�q�u ��i�l�s� �s�o�n�t� �e�n�d�o�u�b�l�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n�.

�D�a�n�s� �u�n�e� �d�e�r�n�i�è�r�e� �é�t�a�p�e� �n�o�u�s� �e�x�p�o�s�o�n�s� �l�a� �f�o�r�m�u�l�a�t�i�o�n�a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e

�r�e�l�a�t�i�v�e� �a�u�x� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �a�i�n�s�i� �q�u ��à�l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e� � �e�t� �d�e� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n

�r�é�g�i�s�s�a�n�t� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �d�e�l�a�c�o�n�v�e�c�t�i�o�n� �m�i�x�t�e� �d�e� �l�a� �c�h�a�l�e�u�r� �e�t� �d�e� �l�a� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� � �d�a�n�s� �l�e

�m�i�l�i�e�u� �f�l�u�i�d�e�.

�I�I�.�2�. �D�e�s�c�r�i�p�t�i�o�n� �d�u� �P�r�o�b�l�è�m�e� �p�h�y�s�i�q�u�e

�L�e� �p�r�é�s�e�n�t� �t�r�a�v�a�i�l� �s�e� �p�r�é�o�c�c�u�p�e� �e�s�s�e�n�t�i�e�l�l�e�m�e�n�t� �d�e� �l�a� �c�o�n�n�a�i�s�s�a�n�c�e� �g�l�o�b�a�l�e� �d�e

�l ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d ��u�n� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �s�u�r� �l�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �c�h�a�l�e�u�r� �e�t� �d�e� �m�a�s�s�e� �d ��u�n� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t

�d ��u�n� �f�l�u�i�d�e�i�n�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�l�e� �v�i�s�q�u�e�u�x� �e�t� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e�m�e�n�t�c�o�n�d�u�c�t�e�u�r� �à� �f�a�i�b�l�e�s� �n�o�m�b�r�e� �d�e

�R�e�y�n�o�l�d�s� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�e�t�à �p�r�o�p�r�i�é�t�é�s� �p�h�y�s�i�q�u�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s�,�d�a�n�s� �u�n� �e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e�f�o�r�m�é

�d�e� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �c�o�a�x�i�a�u�x� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�u�x�,� �d�o�n�t� �l ��u�n�o�u� �l�e�s� �d�e�u�x� �s�o�n�t�e�n� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �d�e

�r�o�t�a�t�i�o�n�.�L�a� �p�r�o�d�u�c�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �c�h�a�l�e�u�r�d�a�n�s� �l�e�m�i�l�i�e�u� �f�l�u�i�d�e� �d�u�e�à� �l�a�d�i�s�s�i�p�a�t�i�o�n� �v�i�s�q�u�e�u�s�e�à� �é�t�é

�p�r�i�s�e� �e�n� �c�o�m�p�t�e�.

�N�o�t�r�e� �é�t�u�d�e� �v�i�s�e� �à� �é�t�u�d�i�e�r�a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�m�e�n�t� �e�t� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�m�e�n�t�l�e�s� �e�f�f�e�t�s� �d�'�u�n�c�h�a�m�p

�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�a�x�i�a�l�e�x�t�e�r�n�e� �a�p�p�l�i�q�u�é�à� �l�'�é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�d�e�c�o�n�v�e�c�t�i�o�n� �d�e� �d�o�u�b�l�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n�d�e

�c�h�a�l�e�u�r� �e�t� �d�e� �m�a�s�s�e�d�'�u�n�f�l�u�i�d�e�c�o�n�d�u�c�t�e�u�r� �d�e� �l�'�é�l�e�c�t�r�i�c�i�t�é�e�n�t�r�e�d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �c�o�n�c�e�n�t�r�i�q�u�e�s

�h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e�s�,�e�n� �t�e�n�a�n�t� �c�o�m�p�t�e�l ��e�f�f�e�t�d�e�l�a�d�i�s�s�i�p�a�t�i�o�n�v�i�s�q�u�e�u�s�e�d�a�n�s� �l�e� �f�l�u�i�d�e�.�L�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s

�o�b�t�e�n�u�s�à� �p�a�r�t�i�r� �d�e�n�o�t�r�e� �é�t�u�d�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�o�n�t� �l�i�m�i�t�é�e�s� �à�u�n�é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�a�x�i�s�y�m�é�t�r�i�q�u�e�à

�d�e�u�x� �d�i�m�e�n�s�i�o�n�s�,�q�u�i�s�o�n�t�c�o�m�p�a�r�é�s�a�v�e�c�c�e�u�x� �c�a�l�c�u�l�é�s�e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t�u�n�e�m�é�t�h�o�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e

�à� �u�n�e�d�i�m�e�n�s�i�o�n�.

�L�e�d�i�s�p�o�s�i�t�i�f�p�h�y�s�i�q�u�e� � �é�t�u�d�i�é� � �e�s�t� � �r�e�p�r�é�s�e�n�t�é� � �s�u�r� � �l�a� � �f�i�g�u�r�e� � �(�I�I�-�1�)�.�C�e� �d�i�s�p�o�s�i�t�i�f

�c�o�m�p�o�r�t�e�u�n�c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �d�e� �r�a�y�o�n� �R�1 �t�o�u�r�n�a�n�t�a�v�e�c� �à� �u�n�e� �v�i�t�e�s�s�e�a�n�g�u�l�a�i�r�e�©�1�, �u�n

�c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �d�e� �r�a�y�o�n� �R�2 �t�o�u�r�n�a�n�t�a�v�e�c�u�n�e� �v�i�t�e�s�s�e� �a�n�g�u�l�a�i�r�e�,� �©�2�, �n�u�l�l�e� �o�u� �n�o�n�e�t� �d�e

�l�o�n�g�u�e�u�r� �L�.
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�2�0

�L�e� �s�y�s�t�è�m�e� �e�s�t� �f�e�r�m�é� �d�a�n�s� �s�e�s� �p�a�r�t�i�e�s�,� �s�u�p�é�r�i�e�u�r�e� �e�t� �i�n�f�é�r�i�e�u�r�e�,� �p�a�r� �d�e�u�x�d�i�s�q�u�e�s� �t�e�r�m�i�n�a�u�x

�p�a�r�a�l�l�è�l�e�s� �f�i�x�é�s� �a�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �o�ù� �l�e� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e�s� �r�a�y�o�n�s� �e�s�t�· �=� �R�1�/�R�2 �=� �0�,�5�,�l�e� �r�a�p�p�o�r�t

�d ��a�s�p�e�c�t�“ �=� �L�/�d�=�1�4�,�e�t�l�a� �t�a�i�l�l�e� �d�e� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e�e�s�t�d�=�R�2�-�R�1�.

�L�e�s� �s�u�r�f�a�c�e�s� �d�e�s� �p�a�r�o�i�s� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �s�o�n�t�m�a�i�n�t�e�n�u�e�s� �à� �d�e�s� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�s

�e�t� �d�e�s� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n�s� � �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �T�1�,� �C�1 �e�t� �T�2�,� �C�2 �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t�.� �L�e�s� �d�i�s�q�u�e�s� �t�e�r�m�i�n�a�u�x

�i�n�f�é�r�i�e�u�r� �e�t� �s�u�p�é�r�i�e�u�r� �s�o�n�t� �i�s�o�l�é�s� �e�t� �i�m�p�e�r�m�é�a�b�l�e�.� � �L�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �s�o�n�t� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e�m�e�n�t

�i�s�o�l�é�s�.

�L ��e�n�s�e�m�b�l�e� �e�s�t� �s�o�u�m�i�s� �à� �u�n� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�B�d�e� �m�a�g�n�i�t�u�d�e� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�,� �u�n�i�f�o�r�m�e� �e�t� �o�r�i�e�n�t�é

�d�a�n�s� �l�a�d�i�r�e�c�t�i�o�n� �a�x�i�a�l�.

�A� �l�'�i�n�s�t�a�n�t� �i�n�i�t�i�a�l�,� �u�n� �f�l�u�i�d�e� �i�n�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�l�e� � �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e�m�e�n�t� �c�o�n�d�u�c�t�e�u�r� �d�e� �v�i�s�c�o�s�i�t�é

�c�i�n�é�m�a�t�i�q�u�e�½�,� �d�e� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t� �d�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �t�h�e�r�m�i�q�u�e� �±�,�e�t� �d�e� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n� �D�,� �e�s�t� �a�u

�r�e�p�o�s� �e�t� �à� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �T�0�a�v�e�c� �l�a�c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �C�0�d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e�.

�F�i�g�u�r�e�I�I�.�1�:�G�é�o�m�é�t�r�i�e� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e� �p�h�y�s�i�q�u�e� �é�t�u�d�i�é

�I�I�.�3�. �E�q�u�a�t�i�o�n�s�g�é�n�é�r�a�l�e

�L�a� �m�a�g�n�é�t�o�h�y�d�r�o�d�y�n�a�m�i�q�u�e� �(�M�H�D�)� �e�s�t� �l�'�é�t�u�d�e� �d�e�s� �i�n�t�e�r�a�c�t�i�o�n�s� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �f�l�u�i�d�e�s� �c�o�n�d�u�c�t�e�u�r�s
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�d�t �d�t
ðr

ðs
ðæ ðö ðæ ðöð+ ðÑ ð= ð+ ðÑ ð+ ðÑ ð+ ðF ð+ ð-ðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø

ðr ðr ðr ðr

�(�I�I�.�3�)

�O�ù�:

�k� �:� �t�e�n�s�e�u�r� �d�e� �c�o�n�d�u�c�t�i�v�i�t�é� �t�h�e�r�m�i�q�u�e�,

ðF�:� �l ��´�e�c�h�a�u�f�f�e�m�e�n�t� �p�a�r� �d�i�s�s�i�p�a�t�i�o�n� �p�a�r� �v�i�s�c�o�s�i�t�é�,

�Q�r �:� �l�a� �p�e�r�t�e� �d ��´�e�n�e�r�g�i�e� �r�a�d�i�a�t�i�v�e�.

�2�j
ðs

�:�P�e�r�t�e�d�e� �c�h�a�l�e�u�r� �d�u� �a� �l ��e�f�f�e�t� �j�o�u�l�e�(�O�h�m�i�c�h�e�a�t�i�n�g�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�d�e� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n�-�d�i�f�f�u�s�i�o�n

�C
�.�(�D �C�) �.�(�U�C�) �R

�t
ð¶

ð= ðÑ ðÑ ð-ðÑ ð+
ð¶

ðr ðr ðr ðr
�(�I�I�.�4�)

�O�ù�:
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�2�2

�R�:�u�n�e�s�o�u�r�c�e�o�u�u�n�p�u�i�t�s

�I�I�.�3�.�2�E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�u� �c�h�a�m�p� �é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�r�é�g�i�s�s�a�n�t�l�'�é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�s�m�e� �s�o�n�t�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �m�a�x�w�e�l�l�e�t� �l�a� �l�o�i� �d ��O�h�m

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e�M�a�x�w�e�l�l

�L�o�i� �d�e� �G�a�u�s�s �e�E�.
ðr

ðÑ ð=
ðe

ðr ðr

�N�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�m�o�n�o�p�o�l�e�s�B �0ðÑ ð=
ðr ðr
�.

�L�o�i� �d�e� �F�a�r�a�d�a�y
�B

�E
ð¶

ð= ð-ðÑ ðÙ
ð¶

ðr
ðr ðr

�t

�L�a� �l�o�i� �d ��A�m�p�è�r�e�-�m�a�x�w�e�l�l �m �0

�E
�B �( �j �)

�t
ð¶

ðÑ ðÙ ð= ðm ð+ ðe
ð¶

�O�ù�:

�E�:� �l�e� �c�h�a�m�p� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e�,

�B�:� �l�e� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�,

�j�:� �l�a� �d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �c�o�u�r�a�n�t�,

�eðr�:� �d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �c�h�a�r�g�e� �t�o�t�a�l�e�,

�¼�m�:� �p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�,

�µ�0�:� �p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e�.

ðØ �L�o�i� �d ��O�h�m

�E�n� �g�é�n�é�r�a�l�,�l�a� �l�o�i� �d�'�O�h�m�q�u�i�d�é�f�i�n�i�t�l�a� �d�e�n�s�i�t�é� �d�u� �c�o�u�r�a�n�t�e�s�t� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r�:

ð( ð)�j �E �V �Bð= ðs ð+ ðÙ
ðr ðr ðr ðr

�(�I�I�.�5�)

�O�ù�Ã�e�s�t� �l�a� � �c�o�n�d�u�c�t�i�v�i�t�é� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e� �d�u� �f�l�u�i�d�e

�D�a�n�s� �l�e� �c�a�s� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �l�a�m�h�d�,� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �M�a�x�w�e�l�l� �p�e�u�v�e�n�t� �ê�t�r�e� �s�i�m�p�l�i�f�i�é�e�s�.�E�n

�e�f�f�e�t�d�a�n�s� �c�e�r�t�a�i�n�s� �c�a�s�[�4�4�] �l�a� �d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �c�h�a�r�g�e�s� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e�s�Á�e�n�e� �j�o�u�e� �p�a�s� �u�n� �r�ô�l�e� �s�i�g�n�i�f�i�c�a�t�i�f

�s�a�u�f� �d�a�n�s� �l�a� �l�o�i� �d�e� �G�a�u�s�s�.� �I�l� �e�n� �e�s�t� �d�e� �m�ê�m�e� �p�o�u�r� �l�e� �c�o�u�r�a�n�t� �d�e� �d�é�p�l�a�c�e�m�e�n�t�0

�E
�t

ð¶
ðe

ð¶
�q�u�i� �p�e�u�t

�ê�t�r�e� �n�é�g�l�i�g�é� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �l�a� �d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �c�o�u�r�a�n�t� �j�.� �E�n�n�e� �t�e�n�a�n�t� �p�a�s� �c�o�m�p�t�e� �d�e�l�a� �l�o�i� �d�e� �G�a�u�s�s�,

�o�n� �o�b�t�i�e�n�t� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d ��´�e�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�s�m�e� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �e�n�m�h�d�:
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�2�3

�B �0ðÑ ð=
ðr ðr
�. �(�I�I�.�6�)

�B
�E

�t
ð¶

ð= ð-ðÑ ðÙ
ð¶

ðr
ðr ðr

�(�I�I�.�7�)

�m�B �jðÑ ðÙ ð= ðm �(�I�I�.�8�)

ð( ð)�j �E �V �Bð= ðs ð+ ðÙ
ðr ðr ðr ðr

�(�I�I�.�9�)

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n�d�i�v�(�j�)�=� �0� �r�é�s�u�l�t�e� �d�e� �l�a� �l�o�i� �d ��A�m�p�è�r�e�(�I�I�.�8�)�.�E�n� �é�l�i�m�i�n�a�n�t� �l�e� �c�h�a�m�p� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e� �e�t� �l�a

�d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �c�o�u�r�a�n�t� �d�a�n�s� �c�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�,� �o�n� �o�b�t�i�e�n�t� �l ��´�e�q�u�a�t�i�o�n� �d ��i�n�d�u�c�t�i�o�n�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�r�é�g�i�s�s�a�n�t

�l�e� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �:

ð( ð) �2�B �1
�U �B �B

�t �m

ð¶
ð= ðÑ ðÙ ðÙ ð+ ðD

ð¶ ðsðm

ðr
ðr ðr ðrðr

�(�I�I�.�1�0�)

�O�ù
�1

�mðsðm
�e�s�t� �a�p�p�e�l�é�e�d�i�f�f�u�s�i�v�i�t�é� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e

�E�n� �o�u�t�r�e�,�e�n� �r�e�m�p�l�a�ç�a�n�t�p�a�r� �s�o�n� �e�x�p�r�e�s�s�i�o�n�, �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s� �p�e�u�t� �ê�t�r�e� �e�x�p�r�i�m�é�e

�c�o�m�m�e�s�u�i�t�:

ð( ð) �2
�v�o�l

�U �1
�U �U �P �U �f �( �B�) �B

�t
� �.

ðæ ðöð¶
ðr ð+ ðÑ ð= ð-ðÑ ð+ ðrðnðÑ ð+ ð+ ðÑ ðÙ ðÙðç ð÷

ð¶ ðmðè ðø

ðr ðr
ðuðr

ðuðr ðr ðrðu ðrðr
�(�I�I�.�1�1�)

�I�I�.�4�.�H�y�p�o�t�h�è�s�e�s� �s�i�m�p�l�i�f�i�c�a�t�r�i�c�e�s

�A�f�i�n� �d ��a�b�o�r�d�e�r� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �r�é�g�i�s�s�a�n�t� �l�a� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n� �m�i�x�t�e� �M�H�D� �d�'�u�n

�m�é�t�a�l� �l�i�q�u�i�d�e�,� �r�e�l�a�t�i�f� �à� �l�a� �g�é�o�m�é�t�r�i�e� �d�é�j�à� �m�o�n�t�r�é�e�,� �o�n�f�a�i�t� �a�p�p�e�l� �a�u�x�s�i�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

ð· �L�'�é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �e�n�g�e�n�d�r�é� �e�s�t� �s�u�p�p�o�s�é� �l�a�m�i�n�a�i�r�e�,� � �b�i�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l� �e�t� �à�a�x�i�s�y�m�é�t�r�i�q�u�e�.

ð· �L�e� �f�l�u�i�d�e� �c�o�n�s�i�d�é�r�é� �e�s�t� �s�u�p�p�o�s�é� �n�e�w�t�o�n�i�e�n� �e�t� �i�n�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�l�e

ð· �O�n� �c�o�n�s�i�d�è�r�e� �l ��e�f�f�e�t� �d�e� �l�a� �d�i�s�s�i�p�a�t�i�o�n� �v�i�s�q�u�e�u�s�e� �d�a�n�s� �l�e� �f�l�u�i�d�e�.

ð· �l�e�s� �é�c�h�a�n�g�e�s�d�e� �c�h�a�l�e�u�r�p�a�r� �r�a�y�o�n�n�e�m�e�n�t� � �s�o�n�t� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�s�.

ð· �I�l� �n ��y� �a� �n�i� �s�o�u�r�c�e�d�e�m�a�s�s�e� �n�i� � �r�é�a�c�t�i�o�n� �c�h�i�m�i�q�u�e�.



�C�h�a�p�i�t�r�e� �I�I �F�o�r�m�u�l�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e

�2�4

ð· �L�e�s� �e�f�f�e�t�s� �d�e� �S�o�r�e�t�e�t� �d�e�D�u�f�o�u�r�d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n� �d�e� �c�h�a�l�e�u�r� �e�t� �d�e� �m�a�s�s�e� �s�o�n�t

�n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�s�.

ð· �L�e� �f�l�u�i�d�e� �e�s�t� �n�o�n�-�m�a�g�n�é�t�i�s�é� �p�u�i�s�q�u�e� �l�a� �p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �µ�m�=�1

ð· �L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �R�e�y�n�o�l�d�s� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�, �q�u�i� �c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�e� �l�a� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �l�a

�d�i�f�f�u�s�i�o�n� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�e�s�t�s�u�p�p�o�s�é�n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�[�4�5�]�.

ð· �L ��e�f�f�e�t� �H�a�l�l�e�t� �l ��e�f�f�e�t� �j�o�u�l�e� �s�o�n�t�n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�s

ð· �c�h�a�m�p� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e� �E� �e�s�t� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�d�u� �f�a�i�t�,�q�u ��a�u�c�u�n� �c�h�a�m�p� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e� �e�x�t�e�r�n�e� �n�'�e�s�t

�a�p�p�l�i�q�u�é�.�[�4�6�]

ð· �L�e�s� �p�r�o�p�r�i�é�t�é�s� �t�h�e�r�m�o�d�y�n�a�m�i�q�u�e�s� �d�u� �f�l�u�i�d�e� �s�o�n�t� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �e�t� �s�o�n�t� �é�v�a�l�u�é�e�s� �à� �l�a

�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�t� �à� �l�a� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �d�e� �r�é�f�é�r�e�n�c�e�.

ð· �I�I�.�5�.�E�q�u�a�t�i�o�n�s� �g�o�u�v�e�r�n�a�n�t�e�s� �s�i�m�p�l�i�f�i�é�e�s

�D�a�n�s� �l�e� �c�a�d�r�e� �d�e� �c�e�s� �h�y�p�o�t�h�è�s�e�s� �e�t� �e�n� �c�o�o�r�d�o�n�n�é�e�s� �c�y�l�i�n�d�r�i�q�u�e�s� �à� �s�y�m�é�t�r�i�e� �a�x�i�a�l�e�,�l�e�s
�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �p�r�o�j�e�t�é�e�s� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e�s� �d�i�r�e�c�t�i�o�n�s� �r�a�d�i�a�l�e�,� �a�z�i�m�u�t�a�l�e� �e�t� � �a�x�i�a�l�e� �s�'�é�c�r�i�v�e�n�t� �a�l�o�r�s�:

�I�I�.�5�.�1�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n

ð· �C�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �m�a�s�s�e�:

�u �u �w
�0

�r �r �z
ð¶ ð¶

ð+ ð+ ð=
ð¶ ð¶

�(�I�I�.�1�2�)

ð· �C�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �q�u�a�n�t�i�t�é� �d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �:

�2
�2

�L�r�2

�u �u �u �v �P �1
�u �w �g �u �f

�r �r �z �r �r �r

ðæ ðöð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ðæ ðöðr ð+ ð+ ð- ð=ð- ð-ðr ð+ðm ðÑ ð- ð+ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ðè ðøðè ðø
�(�I�I�.�1�3�)

�2
�L�2

�v �v �v�u �v �1
�u �w �v �f

�t �r �r �z �r ðq

ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö ðæ ðöðr ð+ ð+ ð+ ð= ð+ðm ðÑ ð- ð+ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø
�(�I�I�.�1�4�)

�2
�L�z

�w �w �w �P
�u �w �w �f

�t �r �z �z
ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðöðr ð+ ð+ ð= ð- ð+ ðmðÑ ð+ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø

�(�I�I�.�1�5�)
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�2�5

ð· �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n� � �d ��é�n�e�r�g�i�e

�2 �2

�2 �2

�T �T �T �T �1 �T �T
�u �w

�t �r �z �r �r �r �z

ðé ðùð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶
ð+ ð+ ð= ða ð+ ð+ ð+ ðFðê ðúð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðë ðû

�(�I�I�.�1�6�)

ð· �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n�-�c�o�n�v�e�c�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n

�2 �2

�2 �2

�C �C �C �C �1 �C �C
�u �w � � � � �D

�t �r �z �r �r �r �z
ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðé ðù

ð+ ð+ ð= ð+ ð+ðê ðúð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðë ðû
�(�I�I�.�1�7�)

�D�a�n�s� �c�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�:

�u�, � �v�, � �w�:� �R�e�p�r�é�s�e�n�t�e�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e�,� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�,� �a�x�i�a�l�e� �d�u

�v�e�c�t�e�u�r� �v�i�t�e�s�s�e�.

�A� �c�h�a�q�u�e� �i�n�s�t�a�n�t� �e�t� �e�n� �t�o�u�t� �p�o�i�n�t� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �é�t�u�d�i�é�,� �n�o�u�s� �c�o�n�v�e�n�o�n�s� �d�e� �n�o�t�e�r� �l�a

�p�r�e�s�s�i�o�n� �e�t� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �d�u� �f�l�u�i�d�e�:

�P�(�r�,� �z�,� �t�)� �=� �P�a�+�P�0�(�r�,�z�,�t�)�o�ù� �P�a� �e�s�t� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n� �a�t�m�o�s�p�h�é�r�i�q�u�e�,� �e�t�P�0 �l�a� �p�e�r�t�u�r�b�a�t�i�o�n� �d�e

�p�r�e�s�s�i�o�n

�T�(�r�,�z�,� �t�)�:� �e�s�t� �l�a�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�d�u� �f�l�u�i�d�e

�C� �(�r�,�z�,� �t�)�:� �e�s�t� �l�a� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �d�u� �f�l�u�i�d�e

�D �:� �e�s�t� �l�e� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n�.

�± �:� �e�s�t� �l�e� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�d�i�f�f�u�s�i�v�i�t�é� �t�h�e�r�m�i�q�u�e� �d�u� �l�i�q�u�i�d�e�.

�f�L�r�,� �f�L�¸�e�t� �f�L�z �s�o�n�t� �l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �d�e� �l�a� �f�o�r�c�e� �d�e� �L�o�r�e�n�t�z�,� �r�a�d�i�a�l�a�z�i�m�u�t�a�l�e� �e�t� �a�x�i�a�l�e� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r

�l�a� �f�o�r�m�u�l�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

�f �j �Bð= ðÙ
ðr ðrðr

�(�I�I�.�1�8�)

�E�n�t�e�n�a�n�t� �c�o�m�p�t�e�d�e�s� � �l ��h�y�p�o�t�h�è�s�e� �m�e�n�t�i�o�n�n�é� �a�u� �d�e�s�s�u�s�,�l�a� �l�o�i� �d�'�O�h�m�p�r�e�n�d� �l�a� �f�o�r�m�e�:

ð( ð)ð= ðÙ
ðr ðrðr

�j �V �Bðs �(�I�I�.�1�9�)

�D�o�n�c� �o�n� �a�:

ð( ð)�f �V �B �Bð= ðs ðÙ ðÙ
ðr ðr ðr ðr

�(�I�I�.�2�0�)

�L�e�s� �e�x�p�r�e�s�s�i�o�n�s� �d�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �d�e� �l�a� �f�o�r�c�e� �d�e� �L�o�r�e�n�t�z�f�L�r�,� �f�L�¸ �,� �f�L�z �s�o�n�t� �e�x�p�l�i�c�i�t�e�m�e�n�t
�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �d�e� �l�a� �f�o�r�c�e� �E�M�p�e�u�v�e�n�t� �ê�t�r�e� �e�x�p�r�i�m�é�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t� �:

�2
�L�r�F �u�Bð= ð-ðs

�2
�L�F �v�Bðqð= ð-ðs

�L�z�F �0ð=

�A� �c�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�'�a�j�o�u�t�e�n�t� � �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �e�t� �i�n�i�t�i�a�l�e�s� �a�p�p�r�o�p�r�i�é�e�s�.
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�I�I�.�5�.�2 �L�e�s�C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� � �i�n�i�t�i�a�l�e�s� �e�t� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�d�y�n�a�m�i�q�u�e

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �i�n�i�t�i�a�l�e�s

�A� �l ��i�n�s�t�a�n�t�t�=�0�,� �l�e� �f�l�u�i�d�e� �e�s�t� �a�u� �r�e�p�o�s�,�d�a�n�s� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �n�o�r�m�a�l�e�s� �d�e� �p�r�e�s�s�i�o�n�e�t� �à

�u�n�e�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�i�n�i�t�i�a�l�e� �T�0�d�u� �f�l�u�i�d�e� � �e�t� �l ��u�n�e� �d�e�s� �p�a�r�o�i�s�e�t�à� �u�n�e�c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n�i�n�i�t�i�a�l�e� �C�0�d�u

�f�l�u�i�d�e� � �e�t� �l ��u�n�e� �d�e�s� �p�a�r�o�i�s�:

�0

�0

�u �(�r�, �z�, �0�) �v�(�r�, �z�, �0�) �w �(�r�, �z�, �0�) �P�(�r�, �z�, �0�) �0

�T �(�r�, �z�, �0�) �T

�C�(�r�, �z�, �0�) �C

ð= ð= ð= ð=

ð=

ð=
�(�I�I�.�2�1�)

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�d�y�n�a�m�i�q�u�e

�1 �1

�1 �1 �1

�1

�2 �2

�2

�r �R � � � �z �0� �:� � � � � � � � � � �u�(�R �, �z�) �0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �v�(�R �, �z�) �R

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w�(�R �, �z�) �0

�r �R � � � � �z �0� �:� � � � � � � � � �u�(�R �, �z�) �0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �v�(�R �, �z�)�0

ð= ð³ ð=

ð= ðW

ð=

ð= ð³ ð=

ð=

�2

�2

�2

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w�(�R �, �z�) �0

�R�1 �r �R � � �z �0� �:� � � �u�(�r�, �z�) �v�(�r�, �z�) �w�(�r�, �z�) �0

�R�1 �r �R � � �z �L� �:� � � �u�(�r�, �z�) �v�(�r�, �z�) �w�(�r�, �z�) �0

ð=

ð< ð< ð= ð= ð= ð=

ð< ð< ð= ð= ð= ð=

�(�I�I�.�2�2�)

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�t�h�e�r�m�i�q�u�e

�1 �1

�2 �2

�1 �2

�1 �2

�T �T � � � � �r�=�R � �,� � � � � � � � � �z �0

�T �T � � � � �r�=�R � �,� � � � � � � � � �z �0

�T
�0� � � �R �r �R � �,� � � � �z �0

�z
�T

�0� � � �R �r �R � �,� � � � �z �L
�z

ð= ð³

ð= ð³

ð¶
ð= ðá ðá ð=

ð¶
ð¶

ð= ðá ðá ð=
ð¶

�(�I�I�.�2�3�)

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�m�a�s�s�i�q�u�e

�1 �1

�2 �2

�1 �2

�1 �2

�C �C � � � � �r�=�R � �,� � � � � � � � � �z �0

�C �C � � � � �r�=�R � �,� � � � � � � � � �z �0

�C
�0� � � �R �r �R � �,� � � � �z �0

�z
�C

�0� � � �R �r �R � �,� � � � �z �L
�z

ð= ð³

ð= ð³

ð¶
ð= ðá ðá ð=

ð¶
ð¶

ð= ðá ðá ð=
ð¶

�(�I�I�.�2�4�)
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�I�I�.�6�.�A�n�a�l�y�s�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e

�L ��a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�a�l�i�s�a�t�i�o�n� �o�u� �n�o�r�m�a�l�i�s�a�t�i�o�n� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �t�r�a�n�s�f�o�r�m�e�r� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s

�d�é�p�e�n�d�a�n�t�e�s� �e�t� �i�n�d�é�p�e�n�d�a�n�t�e�s� �e�n� �d�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �s�a�n�s� �d�i�m�e�n�s�i�o�n�s�,� �c ��e�s�t�-�à�-�d�i�r�e� �q�u ��i�l�s� �s�e�r�o�n�t

�n�o�r�m�a�l�i�s�é�s� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �c�e�r�t�a�i�n�e�s� �d�i�m�e�n�s�i�o�n�s� �c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�t�i�q�u�e�s�.

�O�n�u�t�i�l�i�s�e�d�e�s�v�a�r�i�a�b�l�e�s� �r�é�d�u�i�t�e�s� �b�a�s�é�e�s� �s�u�r� �d�e�s� �g�r�a�n�d�e�u�r�s� �d�e� �r�é�f�é�r�e�n�c�e�s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

�L�a� � �l�o�n�g�u�e�u�r�2�R �:� �r�a�y�o�n� �d�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r

�L�a� �v�i�t�e�s�s�e�1 �1�RðW �:� �v�i�t�e�s�s�e� �d ��e�n�t�r�é�e� �d�e� �f�l�u�i�d�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e

�2 �1�C �Cð- �:� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n�c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�t�i�q�u�e�.

�2 �1ðQ ð-ðQ�:� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�t�i�q�u�e�.

�L�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �u�,� �v�,� �w�,� �C�,� �T� �e�t�P�:� �s�o�n�t� �r�e�m�p�l�a�c�é�e�s� �p�a�r� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s

�s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

ð( ð)

�* �* �* �* �*�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �2 �1 �2 �1

�* �* �* �*�1 �1
�2

�2 �2 �2 �1 �1

�C �C �T �T�u �v �w
�u �; �v �; �w �; �C �; �;

�R �R �R �C �C �T �T

�t �R�r �z �P
�r �; �z �; �t �; �P

�R �R �R �R

ð- ð-
ð= ð= ð= ð= ðQ ð=

ðW ðW ðW ð- ð-

ðW
ð= ð= ð= ð=

ðr ðW

�I�I�.�6�.�1� �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �g�o�u�v�e�r�n�a�n�t�e�s� � �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s

�E�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� � �e�t� � �e�n� � �s�u�p�p�r�i�m�a�n�t� �l ��i�n�d�i�c�e

�(�*�)�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n�s� �s�e� �r�é�d�u�i�s�e�n�t� �a�l�o�r�s� �à�:

ð( ð)

�2 �2 �2 �2

�2 �2 �2

�u �u �v �u �1 �u �1 �u �u �u �H�a �u
�u �w

�t �r �r �z �r �T�a �r �r �r �z �r �1 �T�a

ðæ ðöð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðP ð-ðh ð¶ ð¶ ð¶
ð+ ð- ð+ ð=ð- ð+ ð+ ð+ ð- ð-ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð-ðhðè ðø

�(�I�I�.�2�5�)

ð( ð)

�2 �2 �2

�2 �2 �2

�v �v �v�u �v �1 �v �1 �v �v �v �H�a �v
�u �w

�t �r �r �z �T�a �r �r �1 �T�a�r �z �r

ðæ ðöð¶ ð¶ ð¶ ð-ðh ð¶ ð¶ ð¶
ð+ ð+ ð+ ð= ð+ ð+ ð- ð-ðç ð÷

ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð-ðhð¶ ð¶ðè ðø
�(�I�I�.�2�6�)

�2 �2

�2 �2

�w �w �w �1 �w �1 �w �w
�u �w

�t �r �z �z �T�a �r �r�r �z

ðæ ðöð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðP ð- ðh ð¶ ð¶ ð¶
ð+ ð+ ð= ð- ð+ ð+ ð+ðç ð÷ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ð¶ ð¶ðè ðø

�(�I�I�.�2�7�)

ð( ð) �*�2 �2

�2 �2

�1 �E �c�1 �1
�u �w

�t �r �z �P �r �T �a �r �r �r �z �T �a

ð- ðh ðFðæ ðöð¶ ðQ ð¶ ðQ ð¶ ðQ ð- ðh ð¶ ðQ ð¶ ðQ ð¶ ðQ
ð+ ð+ ð= ð+ ð+ ð+ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø

�(�I�I�.�3�8�)

�2 �2

�2 �2

�C �C �C �1 �C �1 �C �C
�u �w

�t �r �z �S �c �T �a �r �r �r �z
ð¶ ð¶ ð¶ ð- ðh ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö

ð+ ð+ ð= ð+ ð+ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø
�(�I�I�.�2�9�)
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�L�e�s� �n�o�m�b�r�e�s� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�s� �q�u�i� �g�o�u�v�e�r�n�e�n�t� �n�o�t�r�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �s�o�n�t� �a�l�o�r�s�:

ð· �1 �1�R �d
�T�a

ðn
ðW

ð= �:�N�o�m�b�r�e� �d�e� �T�a�y�l�o�r�,

ð· �S�c
�D
ðu

ð= �:�N�o�m�b�r�e� �d�e� �S�c�h�m�i�d�t�,

ð· �P�r
ðu
ða

ð= �:�N�o�m�b�r�e� �d�e� �P�r�a�n�d�t�l�,

ð· �1

�2

�R
�R

ðhð= �:� �l�e� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e�s� �r�a�y�o�n�s�,

ð· �H�a �B�d
ðs
ðrðu

ð= �:� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n

ð·
�2 �2 �2 �2 �2 �2

�* �u �u �w �u �w �v �v �v
�2

�r �r �z �z �r �r �r �z

ðé ðùð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö ðæ ðö ðæ ðö ðæ ðö ðæ ðö ðæ ðöðF ð= ð+ ð+ ð+ ð+ ð+ ð- ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø ðè ðø ðè ðø ðè ðø ðè ðøðê ðúðë ðû
�:� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e�l�a

�d�i�s�s�i�p�a�t�i�o�n� �v�i�s�q�u�e�u�s�e

ð· �d�=� �R�2�-�R�1�:� �é�p�a�i�s�s�e�u�r� �d�e� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s

�I�I�.�6�.�2�C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �i�n�i�t�i�a�l�e�s� �e�t� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s

�L�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �p�r�é�c�é�d�e�n�t� �e�s�t� �a�s�s�o�c�i�é� �a�u�x� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �i�n�i�t�i�a�l�e�s� �e�t� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s

�s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �i�n�i�t�i�a�l�e�s�:

�A� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�*�=�0

�u �* �(�r�, �z�, �0�) �v �* �(�r�, �z�, �0�) �w �* �(�r�, �z�, �0�) �P �* �(�r�, �z�, �0�) �(�r�, �z�, �0�) �C �* �(�r�, �z�, �0�) �0ð= ð= ð= ð= ðQ ð= ð= �(�I�I�.�3�0�)

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d�y�n�a�m�i�q�u�e�s

�1

�1

�1

�2

�2

�2

� �r � � �z �0� �:� � � � � �u�(�R �, �z�)� �0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �v�(�R �, �z�)� �1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w�(�R �, �z�)� �0

�r �1� � � � �z �0� �:� � � �u�(�R �, �z�)� �=� �0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �v�(�R �, �z�)� �=� �0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w�(�R �, �z�) �0

ð= ðh ð³ ð=

ð=

ð=

ð= ð³

ð=

�r �1� � � �z �0� �:� � � � � � � �u � �=� �v � �=� �w �0

� � � � � � � � � � � � � � � � � �z �L� �:� � � � � � � �u� �=� �v � �=� �w �0

�(�r�, �z�) �(�r�, �z�) �(�r�, �z�)

�(�r�, �z�) �(�r�, �z�) �(�r�, �z�)

ðh ð< ð< ð= ð=

ð= ð=

�(�I�I�.�3�1�)
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ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �t�h�e�r�m�i�q�u�e�s

�r �1

�r � � � � � �z �0� � � � �1

�r �1� � � � � � �z �0� � � �0

�z �0� � � �0
�z

�z �L� � � �0
�z

ðh ð< ð<

ð= ðh ð³ ðQ ð=

ð= ð³ ðQ ð=

ð¶ðQ
ð= ð=

ð¶
ð¶ðQ

ð= ð=
ð¶

�(�I�I�.�3�2�)

ðv �C�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �m�a�s�s�i�q�u�e�s

�r �1

�r � � � � � �z �0� � � � �C �1

�r �1� � � � � � �z �0� � � �C �0

�C
�z �0� � � �0

�z
�C

�z �L� � � �0
�z

ðh ð< ð<

ð= ðh ð³ ð=

ð= ð³ ð=

ð¶
ð= ð=

ð¶
ð¶

ð= ð=
ð¶

�(�I�I�.�3�3�)

�I�I�.�7�T�a�u�x� �d�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �t�h�e�r�m�i�q�u�e� �e�t� �s�o�l�u�t�a�l�e

�L�e� �c�a�l�c�u�l� �d�e�s� �t�a�u�x� �d�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �c�h�a�l�e�u�r� �e�t�d�e� �m�a�s�s�e� �e�s�t� �e�x�p�r�i�m�é� �à� �t�r�a�v�e�r�s� �l�e�s� �n�o�m�b�r�e�s� �d�e

�N�u�s�s�e�l�t� �e�t� �d�e� �S�h�e�r�w�o�o�d� �l�o�c�a�l�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�.

�I�I�.�7�.�1� �L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t

�L�e�n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �e�s�t� �d�é�f�i�n�i�l�o�c�a�l�e�m�e�n�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�-�P�a�r�o�i� �i�n�t�é�r�i�e�u�r�e

�1

�*

�r �R
�1 �*

�2 �1 �r

�T
�r

�N�u �(�z�)
�T �T �r

�d

ð=

ð=ðh

ð¶
ð¶ ð¶ðQ

ð= ð- ð= ð-ðg
ð- ð¶

�(�I�I�.�3�4�)

�-�P�a�r�o�i� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�e

�2

�*

�r �R
�2 �*

�2 �1 �r �1

�T
�r

�N�u �(�z�)
�T �T �r

�d

ð=

ð=

ð¶
ð¶ ð¶ðq

ð= ð- ð= ð-ðg
ð- ð¶

�(�I�I�.�3�5�)

�A�v�e�c �1ðg ð= ð- ðh
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�L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �m�o�y�e�n�c�a�l�c�u�l�é� �p�o�u�r�l�e�s�p�a�r�o�i�s�i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�s�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�s�t� �d�o�n�n�é� �p�a�r�:

�z

�0

�1
�N�u �d�z

�L �r
ðæ ð¶ðQ ðö

ð= ðg ð-ðç ð÷ð¶ðè ðø
ðò �(�I�I�.�3�6�)

�I�I�.�7�.�2� �L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �S�h�e�r�w�o�o�d

�O�n� �p�r�o�c�è�d�e�,� �d�e� �l�a� �m�ê�m�e� �m�a�n�i�è�r�e� �q�u�e� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t�,� �o�n� �d�é�t�e�r�m�i�n�e� �l�e� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t� �d�e

�t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �m�a�t�i�è�r�e� �l�o�c�a�l�c�o�m�m�e� �s�u�i�t� �:

�1
�r

�C
�S�h �(�z�)

�r ð=ðh

ð¶
ð= ð-ðg

ð¶ �(�I�I�.�3�7�)

�2
�r �1

�C
�S�h �(�z�)

�r ð=

ð¶
ð= ð-ðg

ð¶ �(�I�I�.�3�8�)

�L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e�S�h�e�r�w�o�o�d�m�o�y�e�n� �e�s�t� �d�o�n�n�é� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�z

�0

�1 �C
�S�h �d�z

�L �r
ð¶ðæ ðöð= ðg ð-ðç ð÷ð¶ðè ðøðò �(�I�I�.�3�9�)



  
 
 
 
 
  
  
  
  
  
 

 

 
 
 
 



�C�h�a�p�i�t�r�e� �I�I�I �E�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e

�3�1

�I�I�I� �.�1�I�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n

�D�a�n�s� �l�e� �c�h�a�p�i�t�r�e� �p�r�é�c�é�d�e�n�t�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �é�t�a�b�l�i� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �b�a�s�e� �q�u�i� �r�é�g�i�s�s�e�n�t� �l�e�s

�p�h�é�n�o�m�è�n�e�s� �d ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�s� �e�t� �d�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t�s� �t�h�e�r�m�i�q�u�e�s� �e�t� �s�o�l�u�t�a�u�x� �d�e� �f�l�u�i�d�e�s� �c�o�n�d�u�c�t�e�u�r�s

�d ��é�l�e�c�t�r�i�c�i�t�é� �a�u� �s�e�i�n� �d�e� �m�i�l�i�e�u�x� �f�l�u�i�d�e�,� �e�n� �p�r�é�s�e�n�c�e� �d ��u�n� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�.� �C�e�s� �d�e�r�n�i�è�r�e�s

�c�o�n�s�i�s�t�e�n�t� �e�n� �u�n� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s� �n�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e�s� �e�t� �f�o�r�t�e�m�e�n�t

�c�o�u�p�l�é�e�s�.� �L�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d ��u�n� �t�e�l� �s�y�s�t�è�m�e�,� �d�e� �m�a�n�i�è�r�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�,� �e�s�t� �e�x�t�r�ê�m�e�m�e�n�t� �c�o�m�p�l�i�q�u�é�e

�v�o�i�r�e� �i�m�p�o�s�s�i�b�l�e�.� �C�e�p�e�n�d�a�n�t�,� �d�a�n�s� �l�e� �c�a�s� �l�i�m�i�t�e� �d ��u�n�e� �c�a�v�i�t�é� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e� �d�e� �g�r�a�n�d�e�l�o�n�g�u�e�u�r�,

�Lð>ð>�1�,� �d�e�s� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�s� �a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�v�e�s� �s�o�n�t� �p�o�s�s�i�b�l�e�s�.� �A�i�n�s�i�,� �d�a�n�s� �l�e� �p�r�é�s�e�n�t� �c�h�a�p�i�t�r�e�,

�o�n� �p�r�é�s�e�n�t�e� �l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d ��u�n�e� �t�e�l�l�e� �s�o�l�u�t�i�o�n�,� �b�a�s�é�e� �s�u�r�l�e�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d�e�s

�f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�s�.�L�a� �s�o�l�u�t�i�o�n�r�é�s�u�l�t�a�n�t�e�d�o�n�n�e� �u�n� �a�p�e�r�ç�u� �g�é�n�é�r�a�l� �s�u�r� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t

�e�t� �l�e� �c�h�a�m�p�d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�a�i�n�s�i� �q�u ��u�n�e� �d�e�s�c�r�i�p�t�i�o�n�q�u�a�n�t�i�t�a�t�i�v�e� �d�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �c�h�a�l�e�u�r

�C�e�t�t�e� �a�p�p�r�o�c�h�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �b�a�s�é�e� �s�u�r� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� � �a� �é�t�é�d�é�j�à�u�t�i�l�i�s�é�e

�d�a�n�s� �p�a�r�O�m�i�d�M�.�e�t� �a�l�[�3�1�]�p�o�u�r� �l ��é�t�u�d�e�a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �d�e� �l�a� �p�r�e�m�i�è�r�e� �e�t� �d�e�u�x�i�è�m�e� �l�o�i� �d�e� �l�a

�t�h�e�r�m�o�d�y�n�a�m�i�q�u�e� �e�n�t�r�e� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�r�o�t�a�t�i�f�s �e�n� �p�r�é�s�e�n�c�e� �d ��u�n� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�.

�I�I�I�.�2�H�y�p�o�t�h�è�s�e�s

�D�a�n�s� �l�a� �l ��a�p�p�r�o�c�h�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e�a�n�n�u�l�a�i�r�e�,� �o�n� �f�a�i�t� �l�e�s

�h�y�p�o�t�h�è�s�e�s� �s�i�m�p�l�i�f�i�c�a�t�r�i�c�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

ð· �L ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �e�s�t� �s�u�p�p�o�s�é� �l�a�m�i�n�a�i�r�e�,�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�c�o�m�p�l�è�t�e�m�e�n�t� �d�é�v�e�l�o�p�p�é�.

ð· �L ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�s ��e�f�f�e�c�t�u�e� �s�e�u�l�e�m�e�n�t� �d�a�n�s� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n�a�z�i�m�u�t�a�l�e�,� �p�a�r� �c�o�n�s�é�q�u�e�n�t� �l�e�s

�c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e� �e�t� �a�x�i�a�l�e� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �s�o�n�t� �n�u�l�l�e�s� �a�u�s�s�i� �b�i�e�n� �q�u�e� �l�e�s� �d�é�r�i�v�é�s� �d�e� �l�a

�v�i�t�e�s�s�e� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à�¸� �e�t� �z�.

ð· �D�a�n�s� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �o�n� �n�e� �t�i�e�n�t� �p�a�s� �e�n� �c�o�m�p�t�e� �d�u� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �m�a�s�s�e�.

ð· �O�n� �n�é�g�l�i�g�e� �l�e�s� �f�o�r�c�e�s� �d�e� �g�r�a�v�i�t�é� �s�u�r� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�.

�I�I�I�.�3�É�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�i�m�p�l�i�f�i�é�e�s

�S�o�u�s� �c�e�s�h�y�p�o�t�h�è�s�e�s�,� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n�d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �e�t� �d ��é�n�e�r�g�i�e�(�I�I�.�1�2�-�1�6�)

�r�é�g�i�s�s�a�n�t� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�r�o�t�a�t�i�f�s�e� �r�é�d�u�i�s�e�n�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:
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�3�2

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�:

�v
�0

ð¶
ð=

ð¶ðq
�(�I�I�I�.�1�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t

�S�u�i�v�a�n�t�l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n�r

�2�P �v
�r �r

ð¶
ð= ðr

ð¶
�(�I�I�I�.�2�)

�S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�nðq

�2�2 �2
�0

�2 �2 �2

�v�B�v �1 �v �v �v
�0

�r �r �r �z �r

ðæ ðöðsð¶ ð¶ ð¶
ðu ð+ ð+ ð- ð- ð=ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ðrðè ðø

�(�I�I�I�.�3�)

�S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n�z

�P
�0

�z
ð¶

ð=
ð¶

�(�I�I�I�.�4�)

�E�q�u�a�t�i�o�n� �d ��é�n�e�r�g�i�e

�2
�k �T �v �v

�r
�r �r �r �r �r

ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö ðæ ðöð= ð-ðm ð-ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø
�(�I�I�I�.�5�)

�E�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e� �t�h�é�o�r�è�m�e� �d�e� �C�a�u�c�h�y� � �s�u�r� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�4�)�,� �o�n� �t�r�o�u�v�e�:

�2

�0 �0 �0
ðæ ðöð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö ðæ ðöð= ðÞ ð= ðÞ ð=ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø ðè ðø

�p �p �v
�r �z �z �r �z �r

�D�o�n�c� �l�a� �v�i�t�e�s�s�s�e� �e�s�t� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� � �u�n�i�q�u�e�m�e�n�t� �d�e� � �l�a�c�o�m�p�o�s�a�n�t�e� �r�a�d�i�a�l�e� �v�=�v�(�r�)�.

�A� �p�a�r�t�i�r� �d�e� � �d ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�3�)�,� �o�n� � �t�r�o�u�v�e�:

�2�2
�0

�2 �2

�v�B�v �1 �v �v
�0

�r �r �r �r

ðæ ðöðsð¶ ð¶
ðu ð+ ð- ð- ð=ðç ð÷ð¶ ð¶ ðrðè ðø

�(�I�I�I�.�6�)

�T�e�l� �q�u�e

�0�B �:� �e�s�t� �l ��i�n�t�e�n�s�i�t�é�d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�.

ðs �:� �e�s�t� �l�a� �c�o�n�d�u�c�t�i�v�i�t�é� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e

�L�e�s�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s�a�u�x�l�i�m�i�t�e�s� �p�o�u�r� �c�h�a�q�u�e� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�o�n�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:
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�3�3

�1 �1 �1 �1�r �R �: �v�(�r�) �R �, �T �Tð= ð= ðW ð= �(�I�I�I�.�7�)

�2 �2 �2 �2�r �R �: �v�(�r �) �R �, �T �Tð= ð= ðW ð= �(�I�I�I�.�8�)

�I�I�I�.�4 �É�q�u�a�t�i�o�n�s�a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s

�E�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t� �l�e�s�p�a�r�a�m�è�t�r�e�s� �e�t� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�s�:

�*

�2

�r
�r

�R
ð= �r�a�y�o�n� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�,

�*

�1 �1

�v
�v

�R
ð=

ðW
�v�i�t�e�s�s�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e

�1

�2

�R
�R

ðh ð= �r�a�p�p�o�r�t� �d ��a�s�p�e�c�t�,

�2 �2

�1 �1

�R
�b

�R
ðW

ð=
ðW

�r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e�,

�0�H�a �B �d
ðs

ð=
ðrðu

�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n

�2

�1 �2

�T �T
�T �T

ð-
ðQð=

ð-
�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e

�P�r
�a
ðu

ð= �n�o�m�b�r�e� �d�e� �P�r�a�n�d�t�l

ð( ð)�2�1 �1�R
�E�c

�C�p �T

ðW
ð=

ðD
�n�o�m�b�r�e� �d ��E�c�k�e�r�t

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �r�é�g�i�s�s�a�n�t� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e�e�t� �l�e�u�r�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x�l�i�m�i�t�e�s�,� �d�e�v�i�e�n�n�e�n�t�:

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n�d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�:

ð( ð)

�2

�2 �2

�2 �* �*
�*

�2�* �*�* �*

�v �1 �v �H�a �1
�v �0

�r �r�r �r�1

ðæ ðöð¶ ð¶
ð+ ð- ð+ ð=ðç ð÷

ðç ð÷ð¶ð¶ ð- ðhðè ðø
�(�I�I�I�.�9�)

�C ��e�s�t� �u�n�e� �é�q�u�a�t�i�o�n� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e� � �l�i�n�é�a�i�r�e� �d�u� �s�e�c�o�n�d� �o�r�d�r�e� �à� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�s� �n�o�n� �c�o�n�s�t�a�n�t�s�.

�A�v�e�c�l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d�y�n�a�m�i�q�u�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�1�0�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �bð= ð=
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�3�4

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e�:
�2�* �*

�*
�* �* �* �* �*

�1 �v �v
�r �E�c �P�r

�r �r �r �r �r

ðæ ðöð¶ ð¶ðQ ð¶ðæ ðöð= ð- ð-ðç ð÷ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø
�(�I�I�I�.�1�1�)

�A�v�e�c� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�t�h�e�r�m�i�q�u�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

�*�r �: �1ð= ðh ðQ ð= �(�I�I�I�.�1�2�)
�*�r �1�: �0ð= ðQ ð=

�I�I�I�.�5�D�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e

�L�a� �v�i�t�e�s�s�e�d�a�n�s�l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�s�t� �t�r�o�u�v�é�e� �e�n�r�é�s�o�l�v�a�n�t� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n�(�I�I�I�.�9�)�, �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �e�s�t
�d�o�n�n�é�e�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð(ð)�* �* �*
�1 �1 �2 �1�v �r �C�I �r �C �K �r �0

�H�a �H�a
�1 �1

ðæ ðö ðæ ðö
ð= ð+ ð=ðç ð÷ ðç ð÷

ðè ðø ðèðh ðøð-ðh ð- �(�I�I�I�.�1�3�)

�Q�u�i� �d�e�v�i�e�n�t�:

ð(ð) ð( ð) ð( ð)�* �* �*
�1 �1 �2 �1�v �r �C�I �C �0�M�r �K �M�rð= ð+ ð=

�O�ù�:
�H�a

�M
�1

ð=
ð-ðh

�I�1 �e�s�t� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e� �d�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �e�s�p�è�c�e� �d ��o�r�d�r�e� �1�,� �e�t� �K�1 �e�s�t� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e

�B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e� �d�e� �s�e�c�o�n�d� �e�s�p�è�c�e� �d ��o�r�d�r�e� �1�.

�L�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �C�1 �e�t� �C�2�s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �p�a�r� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� � �d�'�a�d�h�é�r�e�n�c�e�s� �à� �l�a� �p�a�r�o�i�,� �e�x�p�r�i�m�é�e

�d�a�n�s� �l�a� � �r�e�l�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�1�0�)�:

�E�n� �a�p�p�l�i�q�u�a�n�t� �c�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s�a�u�x� � �p�a�r�o�i�s� �d�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�,� �o�n�o�b�t�i�e�n�t�:

ð( ð) ð( ð)
ð( ð) ð( ð)

�1 �1 �2 �1

�1 �1 �2 �1

�C �I �M �C �K �M �1

�C �I �M �C �K �M �b

ðh ð+ ðh ð=ðìðï
ðí

ð+ ð=ðïðî

�C�'�e�s�t� �u�n� �s�y�s�t�è�m�e� �d�'�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�l�g�é�b�r�i�q�u�e�s�,� �c�o�m�p�o�s�é� �d�e� �d�e�u�x� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�v�e�c� �d�e�u�x

�i�n�c�o�n�n�u�e�s� �C�1�e�t� �C�2�.� �A�p�r�e�s� �l�e� �c�a�l�c�u�l� �d�u� �d�é�t�e�r�m�i�n�a�n�t� �o�n� �t�r�o�u�v�e� �q�u�e�:

ð( ð) ð( ð)
ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

�1 �1
�1

�1 �1 �1 �1

� �K �M �b�K � �M
�C

� � � �I � �M �K �M �K � �M �I �M

ð- ðh

ðh ð- ðh
ð=

ð( ð) ð( ð)
ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)�1

�2
�1 �1

�1 �1 �1

�b� �I � �M �I � �M
�C

� �I � �M �K �M �K � �M �I �M

ðh ð-

ðh ð- ðh
ð=
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�3�5

�L�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l�'�e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�s�t� �d�o�n�c� �a�l�o�r�s�:

�* �* �* �*�1 �1 �1 �1
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �b�K � �M�) �b� �I � �M�) �I
�v �r �I �M�r �K �M�r

�I � �M�)�K �K � �M�)�I � �I � �M�)
�(�M�) �( �( �(�M�)

�( �) �( �) �( �)
�( �(�M�) �( �(�M�) �( �(�K �K � �M�)�I�M�) �( �(�M�)

ðé ðù ðé ðùð- ðh ðh ð-
ð= ð+ðê ðú ðê ðúðh ð- ðh ðh ð- ðhðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�1�4�)

�I�I�I�.�5�.�1�C�a�s�s�a�n�s� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e

�N�o�u�s� �o�b�t�e�n�o�n�s� � �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �e�x�a�c�t�e�e�n� �a�b�s�e�n�c�e� �d�u�c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�q�u�a�n�d�H�a�t�e�n�d�s� �v�e�r�s

�z�é�r�o�,�e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �0� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�s

�I�Å �e�t� �K�Å �d ��i�n�d�i�c�e� �Å�f�i�x�e�d�o�n�n�é�e�s� �p�a�r�A�b�r�a�m�o�w�i�t�z� �e�t� �S�t�e�g� �[�4�7�]�,� �q�u�i�s ��é�c�r�i�v�e�n�t� �d�e� �l�a� �f�a�ç�o�n

�s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð(ð) �1
�/ �( �1�)

�2

ðu

ðu
ðæ ðöðG ðu ð+ðç ð÷
ðè ðø

�I �z �~ �z �( �1�, �2�, �)�.ðu ð¹ ð- ð- ð¼ð¼ �(�I�I�I�.�1�5�)

ð(ð) ð(ð)�1 �1
�“ �( �)

�2 �2
�K �z �~ �zðu

ðu ðu �0ðuð>�R�é�e�l �(�I�I�I�.�1�6�)

�O�ù �“ �e�s�t� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �g�a�m�m�a� �d�é�f�i�n�i�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð) �p �1 �x

�0

�“ �p �x �e �d�x
ð¥

ð- ð-ð=ðò

�E�t ð( ð)�“ �n �1 �n�!ð+ ð=

�D�a�n�s� �n�o�t�r�e� �c�a�s� �o�n� �a= 1�,� � �d�o�n�c� �o�n� �a�u�r�a�:

�1

�1
�I �( �)�r

�r
�M

�2�M
ð@ �(�I�I�I�.�1�7�)

�1�K �( �M �)
�1

�r
�M �r

ð@ �(�I�I�I�.�1�8�)

�E�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t� �l�e�s� �a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n�s� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� � �I�1 �e�t� �K�1 �d�a�n�s� �l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a
�v�i�t�e�s�s�e� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�3�.�1�4�)�,� �o�n� �t�r�o�u�v�e�l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �s�a�n�s� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �s�o�u�s� �l�a
�f�o�r�m�u�l�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð)
�2

�* �* �*
�2 �2 �*

�b �b �1
�v �r �r

�1 �1 �r
ðæ ðöðæ ðö
ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðø

ðh ð- ðh ð- ðh
ð= ð-

ðh ð- ðh ð-
�(�I�I�I�.�1�9�)
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�I�I�I�.�5�.�2�V�a�l�i�d�a�t�i�o�n

�D�e� �m�a�n�i�è�r�e� �à� �v�é�r�i�f�i�e�r� �l ��e�x�a�c�t�i�t�u�d�e� �d�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �o�b�t�e�n�u�s� �d�a�n�s� �l�e� �p�r�é�s�e�n�t

�t�r�a�v�a�i�l�,� �u�n�e� �v�a�l�i�d�a�t�i�o�n� �d�u� �l ��a�p�p�r�o�c�h�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �a� �é�t�é� �f�a�i�t�e� �e�n� �c�o�m�p�a�r�a�n�t� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �d�e� �c�e�t�t�e

�é�t�u�d�e�e�n� �p�r�é�s�e�n�c�e� �e�t� �e�n� �a�b�s�e�n�c�e� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�a�v�e�c� �c�e�u�x� �d�e� �K�.� �V�a�j�r�a�v�e�l�u�e�t� �a�l� �[�4�8�]� �e�t

�d ��A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l�. �[�1�3�]� �p�o�u�r� �u�n� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �d ��u�n� �t�h�i�r�d�-�g�r�a�d�e� �f�l�u�i�d�e� �n�o�n� �N�e�w�t�o�n�i�e�n� �d�a�n�s

�l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �d�e� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �c�o�n�c�e�n�t�r�i�q�u�e�.

�L�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s�d�e� �c�a�s� �s�a�n�s� �c�h�a�m�p�s� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�o�n�t� �é�t�é� �c�o�m�p�a�r�é�s�d�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �1�à

�c�e�u�x� � �d�e�K�.� �V�a�j�r�a�v�e�l�u�e�t� �a�l� �e�t� � �d�e�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l�, �p�o�u�r� �l�e� �p�r�o�f�i�l� � �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e

�a�n�n�u�l�a�i�r�e�,�c�o�n�c�e�r�n�a�n�t� �u�n� �f�l�u�i�d�e� �n�o�n� �N�e�w�t�o�n�i�e�n�µ�=�0�.�1�e�t�a�v�e�c� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�s�r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �b�,

�o�ù�µ� �e�s�t� � �u�n� �n�o�m�b�r�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e� �l�i�é� �à� �l�a� �c�o�n�s�t�a�n�t�e� �d�u� �m�a�t�é�r�i�a�u� �d�u�e� �à� �l�a� �v�i�s�c�o�s�i�t�é� �e�t� �l�a

�v�i�s�c�o�é�l�a�s�t�i�c�i�t�é

�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l�o�n�t�r�e�m�a�r�q�u�é� �d�a�n�s� �l�e�u�r� �é�t�u�d�e�q�u ��i�l� �n ��y� �a� �p�a�s� �d�e� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e� �i�m�p�o�r�t�a�n�t�e

�e�n�t�r�e� �l�e�s� �p�r�o�f�i�l�s� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e�s� �f�l�u�i�d�e�s� �n�e�w�t�o�n�i�e�n�s� �e�t� �n�o�n�n�e�w�t�o�n�i�e�n�s�p�o�u�r�µ�=�0�.�1�.

�U�n�b�o�n� �a�c�c�o�r�d�a� �é�t�é� �o�b�s�e�r�v�é�e�p�o�u�r� �l�e� �c�a�s� �d�e� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�1�.

�2 �4 �6 �8 �1�0
�-�1

�0

�1

�2

�3

�4
ðeð=ð5ð0ð,ð �b�=�3
ðeð=ð5ð0ð,ð �b�=�1
ðeð=ð5ð,ð � � �b�=�1
ðeð=ð0ð.ð1ð,ð �b�=�1
ðeð=ð0ð.ð1ð,ð �b�=�0
ð ðeð=ð0ð.ð1ð,ð �b�=�-�1

�v
�*

�r�*
�0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�-�1

�0

�1

�2

�3

�4

�v
�*

�r�*

ðeð=ð0ð,ð �b�=�-�1
ðeð=ð0ð,ð �b�=�0
ðeð=ð0ð,ð �b�=�1

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�1�:�l�e� �p�r�o�f�i�l�d�e� �v�i�t�e�s�s�e�d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �p�o�u�r�d�i�f�f�e�r�e�n�t�e�s�v�a�l�e�u�r�s� �d�e�b�,� �(�a�)
�r�é�s�u�l�t�a�t� �d�e�A�.�D�i�z�a�j�i�F�e�i�z�e�t� �a�l�.�[�1�3�]� �a�n�d�K�.�V�a�j�r�a�v�e�l�u�e�t� �a�l�[�4�8�]�,� �(�b�)�r�é�s�u�l�t�a�t�d�e� �l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e
�é�t�u�d�e�a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�.

�a �b
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�2 �4 �6 �8 �1�0

�-�1

�0

�1

�2

�3

�4

� �B�1�=�-�0�.�3
� �B�1�=�0
� �B�1�=�0�.�3

�v
�*

�r�*

�0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�-�1

�0

�1

�2

�3

�4

�v
�*

�r

� �H�a�=�0
� �H�a�=�4�,�9�2�9�5

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�2�: �l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e�d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �p�o�u�r�b�=�-�1�,�(�a�)� �R�é�s�u�l�t�a�t
�d�e�D�i�z�a�j�i�F�e�i�z�e�t� �a�l�[�2�0�0�8�]�,� �(�b�)�r�é�s�u�l�t�a�t� � �d�e� �l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e� �é�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�.

�L�e� �c�a�s� �a�v�e�c� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�a� �é�t�é�c�o�m�p�a�r�é�d�a�n�s� �l�a�f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�2�a�v�e�c� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s�o�b�t�e�n�u�e�s

�p�a�r�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l� �[�1�3�]�p�o�u�r� �l�e� �p�r�o�f�i�l� � �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �a�v�e�c� �u�n� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e

�v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �b�=�-�1�,�c�e�t�t�e� �c�o�m�p�a�r�a�i�s�o�n�a�c�o�n�d�u�i�t� �à� �u�n� �b�o�n� �a�c�c�o�r�d� �s�a�u�f� �p�o�u�r� �l�e�s� �v�a�l�e�u�r�s

�n�é�g�a�t�i�v�e�s� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�,� �q�u�i� �n�e� �d�e�v�r�a�i�e�n�t� �p�a�s� �e�x�i�s�t�e�r� �e�t� �q�u�i� �c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�e�n�t� �a�u�x� �v�a�l�e�u�r�s

�n�é�g�a�t�i�f�s�d�e� �B�1 �d�a�n�s� �l ��é�t�u�d�e� �d�e�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i� �e�t� �a�l� �[�1�3�] �,� �é�t�a�n�t� �d�o�n�n�é�e� �q�u�e� �H�a� �e�s�t� �u�n� �n�o�m�b�r�e

�a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l� �s�t�r�i�c�t�e�m�e�n�t� �p�o�s�i�t�i�f�.

�I�I�I�-�5�.�3�T�r�a�c�é� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e

�T�r�o�i�s� �c�o�n�f�i�g�u�r�a�t�i�o�n�s� �d�e� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �s�o�n�t� �c�o�n�s�i�d�é�r�é�e�s�:

�(�i�) �L�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �t�o�u�r�n�e� �a�v�e�c� �u�n�e� �v�i�t�e�s�s�e� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�© �,�t�a�n�d�i�s� �q�u�e� �l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e

�e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�s�t� �f�i�x�e� �(�b�=�0�)�.

�(�i�i�) �L�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� � �a�v�e�c� �d�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s(�© ,�© ) �d�a�n�s� �l�e� �m�ê�m�e

�s�e�n�s� �(�b� �>� �0�)�.

�(�i�i�i�) �L�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� � �a�v�e�c� �d�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s(�© ,�© ) �d�a�n�s� �l�e� �s�e�n�s

�c�o�n�t�r�a�i�r�e� �(�b� �<� �0�)�.

�a �b
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�C�a�s� �1

�D�a�n�s� �c�e� �c�a�s�b�=�0

�L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�s�o�n�t�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�2�0�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �0ð= ð=

�O�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� � �c�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�(�I�I�I�.�1�4�)�e�t�(�I�I�I�.�1�9�)�:

�C�a�s� �a�v�e�c� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �(�H�a"`�0�)

�* �* �* �*�1 �1
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �I
�v �r �) �  �I �M

�(�M�) �(�M�)
�( �( �(

�( �(�M�) �( �(�M�) �( �(�M�)
�r �) �K �M�r �)

�I � �M�)�K �K � �M�)�I �I � �M�)�K �K�( �(�M�)� �M�)�I

ðé ðù ðé ðù
ð= ð-ðê ðú ðê ðúðh ð- ðh ðh ð- ðhðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�2�1�)

�C�a�s� �s�a�n�s� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �(�H�a�=�0�)

ð( ð)�* �* �*
�2 �2 �*

�1
�1 �1

ðh ðh
ðh ðh

ðæ ðö ðæ ðö
ðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø

ð= ð+
ð- ð-

�v �r �r
�r

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�3�:� �l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,� �·�=�0�.�5�,� �b�=�0

�C�a�s� �2

�D�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �b�>�0�,� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�o�n�t�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�2�2�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �5ð= ð=

�0�,�5 �0�,�6 �0�,�7 �0�,�8 �0�,�9 �1�,�0
�0�,�0

�0�,�2

�0�,�4

�0�,�6

�0�,�8

�1�,�0

�v
�*

�r�*

� �H�a�=�0
� �H�a�=�1
� �H�a�=�2
� �H�a�=�3
� �H�a�=�4
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�O�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� � �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �(�I�I�I�.�2�2�)� �d�a�n�s�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�(�I�I�I�.�1�4�)� �e�t� �(�I�I�I�.�1�9�)�,� �q�u�i
�d�e�v�i�e�n�n�e�n�t�:

�* �* �* �*�1 �1 �1 �1
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �5�K � �M�) �5� �I � �M�) �I
�v �r �) �I �M�r �) �K �M�r �)

�I � �M�)�K �K � �M�)�I � �I � �M�)�K
�(�M�) �( �( �(�M�)

�( �( �(
�( �(�M�) �( �(�M�) �( �(�M�K�) �( �(�  �I �)�M �M�)

ðé ðù ðé ðùð- ðh ðh ð-
ð= ð+ðê ðú ðê ðúðh ð- ðh ðh ð- ðhðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�2�3�)

ð( ð)
�2

�* �* �*
�2 �2 �*

�5 �5 �1
�v �r �r

�1 �1 �r
ðæ ðöðæ ðö
ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðø

ðh ð- ðh ð- ðh
ð= ð-

ðh ð- ðh ð- �(�I�I�I�.�2�4�)

�0�,�5 �0�,�6 �0�,�7 �0�,�8 �0�,�9 �1�,�0
�0

�1

�2

�3

�4

�5

�v
�*

�r�*

� �H�a�=�0
� �H�a�=�1
� �H�a�=�2
� �H�a�=�3
� �H�a�=�4

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�4�:�l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,� �·�=�0�.�5�,� �b�=�5

�C�a�s� �3

�D�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �b�<�0�,� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�o�n�t�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�2�5�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �5ð= ð= ð-

�O�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� � �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �(�I�I�I�.�2�5�)� �d�a�n�s�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �(�I�I�I�.�1�4�)� �e�t� �(�I�I�I�.�1�9�)�q�u�i
�d�e�v�i�e�n�n�e�n�t�a�l�o�r�s�:

ð(ð) ð(ð) ð( ð)
ð( ð) ð(ð) ð( ð)ð(ð) ð( ð) ð( ð) ð(ð)

ð( ð) ð(ð) ð( ð)ð(ð) ð( ð)�1 �1 �1 �1�* �* �* �*
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �M �5�K � �M �5� �I � �M �I � �M
�v �r �I �M�r �K �M�r

� � � �I � �M �K �M �K � �M �I �M � �I � �M �K �M �K � �M �I �M

ðé ðù ðé ðùð+ ðh ðh ð+
ð= ð-ðê ðú ðê ðú

ðh ð- ðh ðh ð- ðhðê ðú ðê ðúðë ðû ðë ðû
�(�I�I�I�.�2�6�)
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�4�0

ð( ð)
�2

�* �* �*
�2 �2 �*

�5 �5 �1
�v �r �r

�1 �1 �r
ðæ ðöðæ ðö
ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðø

ðh ð+ ðh ð+ ðh
ð= ð+

ðh ð- ðh ð- �(�I�I�I�.�2�7�)

�0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�-�5

�-�4

�-�3

�-�2

�-�1

�0

�1
�v

�*

�r�*

� � �H�a�=�0
� � �H�a�=�1
� � �H�a�=�2
� � �H�a�=�3
� � �H�a�=�4

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�5�:�l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,� �·�=�0�.�5�,� �b�=�-�5

�L�e�s� �f�i�g�u�r�e�s�I�I�I�.�3�,�I�I�I�.�4� �e�t�I�I�I�.�5 �m�o�n�t�r�e�n�t� � � �l ��e�f�f�e�t� �d�e� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �s�u�r� � �l�e�s� �p�r�o�f�i�l�e�s

�r�a�d�i�a�u�x� � � �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �a�z�i�m�u�t�a�l�e�,� �p�o�u�r� �d�i�f�f�é�r�e�n�t� �v�a�l�e�u�r�s� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �q�u�i

�c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�e� �l ��i�n�t�e�n�s�i�t�é� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �e�t�a�v�e�c�u�n� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �r�a�y�o�n� �·�=�0�,�5�.�O�n� �a� �c�o�n�s�t�a�t�é

�q�u�e� �l�e� �c�o�m�p�o�r�t�e�m�e�n�t� �d�e� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �M�H�D� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�s�t� �f�o�r�t�e�m�e�n�t� �i�n�f�l�u�e�n�c�é

�p�a�r� �l�a� �f�o�r�c�e� �c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�.

�D�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �(�I�I�I�.�3�)� �o�u� � �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� �d�a�n�s� �l�e� �m�ê�m�e� �s�e�n�s� �a�v�e�c� �u�n� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e

�v�i�t�e�s�s�e�b�=�5�,� �l�a� �f�o�r�c�e�c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�e�s�t� �s�y�m�é�t�r�i�q�u�e�,�o�n� �r�e�m�a�r�q�u�e� �q�u�e� �l�e� �p�r�o�f�i�l�e� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �s�a�n�s

�c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �e�s�t� �q�u�a�s�i�-�l�i�n�é�a�i�r�e�,� �e�t� �e�n� �a�u�g�m�e�n�t�a�n�t� � �l�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �H�a� � �o�n

�c�o�n�s�t�a�t�e� �u�n�e� �n�e�t�t�e� �d�i�m�i�n�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�,� �p�a�r�c�e� �q�u�e� �l�a� �f�o�r�c�e

�c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�e�s�t� �c�o�n�t�r�e� �p�r�o�d�u�c�t�i�v�e� �e�t� �l�a� �f�o�r�c�e� �é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� � �d�e� �L�o�r�e�n�t�z� �j�o�u�e�l�e� �r�ô�l�e� �d ��u�n

�a�m�o�r�t�i�s�s�e�u�r� �d�a�n�s� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�.

�I�l� �e�s�t� �é�v�i�d�e�n�t�q�u ��à� �p�a�r�t�i�r� �d�e� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �(�I�I�I�.�4�)� � �o�ù� �l�e� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �(�b�=�0�)�,� �c�o�m�m�e� �l�e� �c�a�s

�p�r�é�c�é�d�e�n�t� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �d�i�m�i�n�u�e�e�n� �a�u�g�m�e�n�t�a�n�t� �l�e�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n

�H�a�,� � �m�a�i�s� �d�a�n�s� �l�e� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� �c�a�s� �o�ù� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� �a�u� �s�e�n�s� �o�p�p�o�s�é� �(�b�=�-�5�)�,� �o�n

�r�e�m�a�r�q�u�e� �q�u ��a�v�e�c� �l ��a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n� �d�e�l ��i�n�t�e�n�s�i�t�é� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �H�a� �à� �p�o�u�r� �e�f�f�e�t

�d ��a�u�g�m�e�n�t�e�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e�,�l�e� �c�a�s� �c�o�n�t�r�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �e�t� �c�o�-�r�o�t�a�t�i�o�n� �g�é�n�è�r�e� �l�e

�m�ê�m�e� �e�f�f�e�t� �p�o�u�r� �l�a� �f�o�r�c�e� �c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�,� �a�l�o�r�s� �q�u�e�l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�s� �d�e� �l�a� �f�o�r�c�e� �d�e

�C�o�r�i�o�l�i�s� � �s�o�n�t� �d�e� �s�i�g�n�e� �o�p�p�o�s�é�e�,� �c�e� �c�o�u�p�l�e� �d�e� �f�o�r�c�e� �g�é�n�è�r�e� �u�n�e� �q�u�a�n�t�i�t�é� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �c�o�-
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�4�1

�p�r�o�d�u�c�t�i�v�e� �a�v�e�c� �l�a� �f�o�r�c�e� �é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�q�u�i� �v�a� �i�n�f�l�u�e�n�c�e�r� �d�i�r�e�c�t�e�m�e�n�t� �s�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e

�a�z�i�m�u�t�a�l�e�.

�I�I�I�.�6�D�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e

�P�o�u�r� �o�b�t�e�n�i�r� �l�e� �c�h�a�m�p� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �d�e �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�1�1�)�,� �o�n� �e�f�f�e�c�t�u�e� �d�e�s� �c�a�l�c�u�l�s� �e�n

�u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e� �d�e�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�a�u�p�r�e�m�i�e�r�,� �d�e�u�x�i�è�m�e�,� �e�t� �d�e� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� �o�r�d�r�e� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t�,

�a�u�v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e�z�é�r�o�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s� �I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�,� �u�t�i�l�i�s�é� �p�a�r�O�m�i�d�M�.

�e�t� �a�l�(�2�0�1�2�)�,� �p�o�u�r� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �p�e�t�i�t�s� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �H�a�.

�I�I�I�.�6�.�1�D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �p�r�e�m�i�e�r�o�r�d�r�e� � �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s

�L�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�s ��é�c�r�i�t

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�1

�1
�I �( �)�r

�r
�M

�2�M
ð@ �(�I�I�I�.�2�8�)

�1�K �( �M �)
�1

�r
�M �r

ð@ �(�I�I�I�.�2�9�)

�E�n� �s�u�b�s�t�i�t�u�a�n�t �c�e�s�a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n�s� �d�e�f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�d�a�n�s

�l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �(�I�I�I�.�1�3�)�,�e�t�e�n� � �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t�e�n�s�u�i�t�e�l�a� �n�o�u�v�e�l�l�e� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e

�d�a�n�s� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n�d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e�(�I�I�I�.�1�1�)�o�n� �t�r�o�u�v�e�l�e�c�h�a�m�p� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�.

�E�n� �e�f�f�e�t� �l�e� �g�r�a�d�i�e�n�t� �d�e�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�s�t� �d�o�n�n�é� �p�a�r� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

�2
�3�2

�2 �3

�C�C
�2�E�c �P�r

�r �M �r �r
ð¶ðQ

ð= ð+
ð¶

�(�I�I�I�.�3�0�)

�O�ù�C�3�e�s�t� �l�a� �c�o�n�s�t�a�n�t�e� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n

�L�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�s�t� �d�o�n�n�é� �p�a�r�:

ð( ð)

�2
�2

�3 �4 �2

�E�c �P
�r

�r �C
�C �l�n�( �) �C

�M�r
ðQ ð= ð+ ð- �(�I�I�I�.�3�1�)

�O�ù�C�3 �a�n�d� �C�4 �s�o�n�t� �d�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n�d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s�e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x

�l�i�m�i�t�e�s� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�,�e�l�l�e�s�s�o�n�t� �d�o�n�n�é�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2
�2

�4 �2 �2

�3

�E�c �P�r �C
�1 �C

�M
�C

�l�n�(�r�)

ðæ ðö
ð- ð+ðç ð÷ðhðè ðøð=
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�4�2

�2
�2

�4 �2

�E�c �P�r �C
�C

�M
ð=

�I�I�I�.�6�.�2�D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �d�e�u�x�i�è�m�e� � �o�r�d�r�e� � �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s

�L�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u�d�e�u�x�i�è�m�e� �o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�s ��é�c�r�i�t

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð)�3
�1

�M �r�1
�I �(�M �r �) �M �r

�2 �1�6
ð@ ð+ �(�I�I�I�.�3�2�)

�1

�1 �1 �M�r �1
�K �(�M�r�) �l�n�( �) �( �2 �1�) �(�M�r�)

�M�r �2 �2 �4
ðé ðùð@ ð+ ð- ð- ðgð+ðê ðúðë ðû

�(�I�I�I�.�3�3�)

�O�ù�:
�³� �e�s�t� �l�a� �c�o�n�s�t�a�n�t�e� �d ��E�u�l�e�r� �d�é�f�i�n�i�e� �p�a�r� �:

�n

�1 �1 �1 �1
�l�i�m �1 �.�.�.�.�. �l�n�(�n�) �0�,�5�7�7�2�1�5�6�6�4�9�.�.�.

�2 �3 �4 �nð®ð¥

ðé ðùðgð= ð+ ð+ ð+ ð+ ð+ ð- ð=ðê ðúðë ðû

�L�e� �g�r�a�d�i�e�n�t� �d�e� � �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �s ��e�x�p�r�i�m�e� � �d�o�n�c� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2 �6 �5 �2 �4 �3 �2 �2 �2 �2
�3 �1 �1 �2 �1 �2 �2 �2 �2

�2 �3

�C �C �M �r �C �C �M �r �C �C �M �r �2�C �2�C �l�n�(�r�) �C �M �r
�E�c�P�r

�r �r �3�8�4 �4 �3�2 �M �r �r �8

ðé ðùð¶ðQ
ð= ð- ð- ð+ ð+ ð- ð+ðê ðúð¶ ðë ðû

�(�I�I�I�.�3�4�)

�E�n� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e�s� �m�ê�m�e�s� �p�r�o�c�é�d�u�r�e�s� � �q�u�e�d�a�n�s�l�e� �c�a�s� �p�r�é�c�é�d�e�n�t� �(�p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e�)� �o�n� �t�r�o�u�v�e� �l�a
�d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2 �6 �6 �2 �2 �4 �4 �2
�1 �1 �2 �1 �2 �2

�2 �2

�3 �4 �2 �2 �2
�2 �2 �2

�2

�C �M �r �C �C �M �r �C �C �M �r �C
�2�3�0�4 �8 �1�2�8 �M �r�C �l�n�(�r�) �C �E�c �P�r

�C �M �r
�C �(�l�n�(�r�)�)

�1�6

ðé ðù
ð- ð+ ð+ðê ðú

ðê ðúðq ð= ð+ ð-
ðê ðú
ð- ð+ðê ðúðë ðû

�(�I�I�I�.�3�5�)

�O�ù� � �C�3 �e�t� �C�4 �s�o�n�t� �l�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n�,� �q�u�i� �s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �à� �p�a�r�t�i�r� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s
�a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�:

�2 �6 �6 �2 �2 �4 �4 �2 �2 �6 �6
�2 �2�1 �1 �2 �1 �2 �2 �2

�3 �4 �2�2 �2

�C �M �C �C �M �C �C �M �C �C �M�1
�C �(�1 �C �E�c�P�r�) �C �(�l�n�( �)�)

�l�n�( �) �2�3�0�4 �8 �1�2�8 �M �1�6

ðé ðùðh ðh ðh ðh
ð= ð- ð+ ð- ð+ ð+ ð- ðh ð+ðê ðúðh ðhðë ðû

�2 �6 �2 �4 �2 �2 �2
�1 �1 �2 �1 �2 �2 �2

�4 �2

�C �M �C �C �M �C �C �M �C �C �M
�C �E�c �P�r

�2�3�0�4 �8 �1�2�8 �M �1�6

ðé ðù
ð= ð- ð+ ð+ ð+ðê ðú

ðë ðû
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�4�3

�I�I�I�.�6�.�3�D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� � �o�r�d�r�e� � �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s

�L�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� �o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�s ��é�c�r�i�t

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð) ð( ð)�3 �5

�1

�M�r �M�r�1
�I �(�M�r�) �M�r

�2 �1�6 �3�8�4
ð@ ð+ ð+ �(�I�I�I�.�3�6�)

�3
�1

�1 �1 �M�r �1 �1 �M�r �1 �5
�K �(�M�r�) �l�n�( �) �( �2 �1�) �(�M�r�) �l�n�( �) �( �2 �) �(�M�r�)

�M�r �2 �2 �4 �1�6 �2 �3�2 �2
ðé ðù ðé ðùð@ ð+ ð- ð- ðg ð+ ð+ ð- ð- ðgðê ðú ðê ðúðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�3�7�)

�L�e� �g�r�a�d�i�e�n�t� �d�e� � �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�s�t� �a�l�o�r�s� � �d�o�n�n�é� �p�a�r� �l�a� �r�e�l�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�2
�6 �6�2 �2

�2 �5 �6�2 �2

�2
�6 �2 �4�2

�2 �7 �8
�3

�4 �8 �8�2
�2 �9 �1 �2

�1�0�2
�1

�2�C�M�r �M�r
�2�C �l�n �C �M�r �l�n �C �M�r

�2 �M �r �2

�1 �M�r
�C �M�r �l�n �C �M�r �C �M�r

�C �E�c�P�r�3�8�4 �2
�r �r �r �1 �M�r �1 �M�r

�C �M�r �l�n �C �M�r �C �C �M�r �l�n
�3�2 �2 �3�0�7�2 �2

�1
�C �M�r

�9�2�1�6�0

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðú
ðè ðø ðè ðøðê ðú

ðê ðúðæ ðöðæ ðöðê ðúð- ð+ ð+ðç ð÷ðç ð÷ð¶ðQ ðê ðúðè ðøðè ðøð= ð-
ðê ðúð¶ ðæ ðö ðæ ðöðê ðúð- ð+ ð-ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðø
ðê ðú
ðê ðúð-
ðê ðúðë ðû

�(�I�I�I�.�3�8�)

�O�ù�:

�L�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �C�5�j�u�s�q�u ��à� �C�9�s�o�n�t� �d�o�n�n�é�e�s� � �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �C�1�e�t� �C�2 �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2 �2
�5 �1 �1 �2 �2

�1�1 �1 �1
�C �C �C �C �C

�2�3�0�4 �1�9�2 �1�9�2
ð= ð- ð- ðg

�2 �2 �2 �2
�6 �2 �1 �2 �2 �1 �2 �1 �2

�1�1 �7 �1 �1 �1�2�5 �1
�C �C �C �C �C �C �C �C �C

�2�3�0�4 �2�3�0�4 �3�8�4 �3�8�4 �5�5�2�9�6 �1�9�2
ð= ðg ð+ ð- ðg ð- ð- ð- ðg

�2 �2
�7 �2 �2 �1 �2

�1 �7 �1
�C �C �C �C �C

�4 �1�6 �4
ð= ðgð- ð+

�2 �2
�8 �2 �2 �1 �2

�1 �1 �1
�C �C �C �C �C

�3�2 �3�2 �4�8
ð= ð- ðg ð-

�2
�9 �1 �2 �1 �2 �1

�7 �1 �1
�C �C�C �C�C �C

�2�4�5�7�6 �3�0�7�2 �3�0�7�2
ð= ð- ðgð-

�E�n� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e�s� �m�ê�m�e�s� �p�r�o�c�é�d�u�r�e�s� � �q�u�e�d�a�n�s� �l�e�s�c�a�s� �p�r�é�c�é�d�e�n�t� �(�p�r�e�m�i�e�r�e�t� �d�e�u�x�i�è�m�e�o�r�d�r�e�)� �o�n
�t�r�o�u�v�e� �l�a� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:
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�4�4

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�6 �8 �4 �2 �1�0�2
�1�0 �1�1 �1�2 �7 �1

�2 �2
�6�2 �2 �2

�2 �2 �5�2

�4 �3 �2
�6 �6 �6�2 �2

�6 �2 �2

�4�2
�2

�1 �1
�C �M�r �C �M�r �C �M�r �C �M�r �C �M�r

�2 �9�2�1�6�0�0

�C�M�r �M�r �1 �M�r
�C �l�n �2�C �l�n �C �M�r �l�n

�2 �2 �6 �2�M�r
�C �C �l�n�(�r�) �E�c�P�r

�1 �M�r �1 �M�r
�C �M�r �C �M�r �l�n �C �M�r �l�n

�2�3�0�4 �2 �6�9�1�2 �2

�1 �M�r
�C �M�r �l�n

�1�2�8 �2

ð+ ð+ ð+ ð-

ðæ ðöðæ ðö ðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø ðè ðøðè ðø

ðQð= ð+ ð+
ðæ ðöðæ ðö ðæ ðöð+ ð- ð+ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðøðè ðø

ðæð-
ðè

ð( ð)�8

�1 �2

�1 �M�r
�C�C �M�r �l�n

�2�4�5�7�6 �2

ðé ðù
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú

ðö ðæ ðöðê ðúð-ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðø ðè ðøðë ðû

�(�I�I�I�.�3�9�)

�O�ù� �C�3 �e�t� �C�4 �s�o�n�t� �l�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n�,� �q�u�i� �s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �à� �p�a�r�t�i�r� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x

�l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�:

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�6 �8 �4 �2 �1�0�2
�1�0 �1�1 �1�2 �7 �1

�2 �2
�6�2 �2 �2

�2 �2 �5�2

�3 �4 �2
�6 �6 �6�2 �2

�6 �2 �2

�4�2
�2

�1 �1
�C �M �C �M �C �M �C �M �C �M

�2 �9�2�1�6�0�0

�C�M �M �1 �M
�C �l�n �2�C �l�n �C �M �l�n

�2 �2 �6 �2�M�1
�C �(�1 �C �E�c�P�r�)

�l�n�( �) �1 �M �1 �M
�C �M �C �M �l�n �C �M �l�n

�2�3�0�4 �2 �6�9�1�2 �2

�1 �M
�C �M �l�n

�1�2�8

ðh ð+ ðh ð+ ðh ð+ ðh ð- ðh

ðæ ðh ðö ðh ðhðæ ðö ðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ ðhðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø ðè ðøðhðè ðø

ð= ð- ð-
ðh ðæ ðh ðö ðhðæ ðö ðæ ðöð+ ðh ð- ðh ð+ ðhðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðøðè ðø
ðh

ð- ðh ð( ð)�8

�1 �2

�1 �M
�C�C �M �l�n

�2 �2�4�5�7�6 �2

ðé ðù
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú

ðhðæ ðö ðæ ðöðê ðúð- ðhðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

ð( ð)

�6 �8 �4 �2

�1�0 �1�1 �1�2 �7

�2�4
�1�0 �6�2 �2

�1 �6�2

�1
�C �M�r �C �M�r �C �M�r �C �M�r

�2
�C �E�c�P�r

�C�1
�C �M�r �C �M�r

�9�2�1�6�0�0 �M�r

ðé ðùð+ ð+ ð+ðê ðú
ðê ðúð=ð-
ðê ðúð- ð+ ð+ð+ðê ðú
ðë ðû

�L�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �C�1�0�,�C�1�1�e�t� �C�1�2 �s�o�n�t� �d�o�n�n�é�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2
�1�0 �5 �6 �2

�1 �1 �1
�C �C �C �C

�3�6 �6 �4�1�4�7�2
ð= ð+ ð-

�1�1 �9 �1 �2

�1 �1
�C �C �C �C

�8 �1�9�6�6�0�8
ð= ð+

�2
�1�2 �8 �2

�1 �1
�C �C �C

�4 �5�1�2
ð= ð+
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�4�5

�I�I�I�6�.�4�C�a�l�c�u�l� �t�h�é�o�r�i�q�u�e� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t

�L�a� � �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� � �d�u� � �n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t� �l�e� � �l�o�n�g� �d�e�s� � �p�a�r�o�i�s� �i�n�t�e�r�n�e� �e�t� �e�x�t�e�r�n�e� �d�e�s�c�y�l�i�n�d�r�e�s�e�s�t

�p�r�é�s�e�n�t�é�e�c�o�m�m�e�s�u�i�t�:

�1

�*

�r �R
�1 �*

�2 �1 �r

�T
�r

�N�u �(�z�)
�T �T �r

�d

ð=

ð=ðh

ð¶
ð¶ ð¶ðQ

ð= ð- ð= ð-ðg
ð- ð¶

�2

�*

�r �R
�2 �*

�2 �1 �r �1

�T
�r

�N�u �(�z�)
�T �T �r

�d

ð=

ð=

ð¶
ð¶ ð¶ðQ

ð= ð- ð= ð-ðg
ð- ð¶

�I�I�I�-�6�.�5�.�T�r�a�c�é� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�0�,�0

�0�,�2

�0�,�4

�0�,�6

�0�,�8

�1�,�0

ðQ

�r�*

� �1�e�r� � �o�r�d�r�e
�2�e�m�e� �o�r�d�r�e
�3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�6�:�L ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �s�u�r� �l�a
�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�,� �p�o�u�r�· �=� �0�.�5�,�H�a�=� �0�.�5�,� �P�r�=�0�.�0�2�,� �E�c�=�0�.�5

�D ��a�p�r�è�s�l�a� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�6�,� �o�n� � �c�o�n�s�t�a�t�e� �q�u�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �j�u�s�q�u ��a�u� �t�r�o�i�s�i�è�m�e
�o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�I�1 �e�t� �K�1�a� �u�n�e� �i�n�f�l�u�e�n�c�e� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�s�u�r� �l�a� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n
�d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �p�o�u�r� �u�n�e� �f�a�i�b�l�e� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �P�r�a�n�d�t�l�.
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�I�I�I�-�6�.�6�.�T�r�a�c�é� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�1�,�4�1�0

�1�,�4�1�5

�1�,�4�2�0

�1�,�4�2�5

�1�,�4�3�0

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�N
�u �1

�H�a
�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�0�,�7�2�2

�0�,�7�2�4

�0�,�7�2�6

�0�,�7�2�8

�0�,�7�3�0

�0�,�7�3�2

�N
�u �2

�H�a

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�7�:�L ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �s�u�r� �l�e
�n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t� � �m�o�y�e�n� �s�u�r� �(�a�)� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� � �e�t� �(�b�)� � �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u

�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,�p�o�u�r� �·�=� �0�.�5�,�P�r�=�0�.�0�2�,� �E�c�=�0�.�5

�O�n� �o�b�s�e�r�v�e�s�u�r�l�a� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�7�q�u ��i�l�e�x�i�s�t�e�u�n�e�d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�r�e�m�a�r�q�u�a�b�l�e�s�u�r� �l�e�s �v�a�l�e�u�r�s� �d�u

�n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t� �m�o�y�e�n� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�à� �p�a�r�t�i�r� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�s�u�p�é�r�i�e�u�r�e� �à

�0�.�2�,�c�e�c�i� �p�o�u�r� �l�e�s� �t�r�o�i�s� �o�r�d�r�e�s�d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s�I�1 �e�t

�K�1�.�C�e�t�t�e�d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�d�e�v�i�e�n�t�d�e�p�l�u�s�e�n� �p�l�u�s� �p�e�r�c�e�p�t�i�b�l�e�a�u� �f�u�r� �e�t� �à� �m�e�s�u�r�e� �q�u�e�l�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e

�H�a�r�t�m�a�n�n� �a�u�g�m�e�n�t�e�.

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�1�,�4�0�0

�1�,�4�0�7

�1�,�4�1�4

�1�,�4�2�1

�1�,�4�2�8

�1�,�4�3�5

�1�,�4�4�2

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�N
�u �1

�E�c

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�0�,�7�2�0

�0�,�7�2�2

�0�,�7�2�4

�0�,�7�2�6

�0�,�7�2�8

�0�,�7�3�0

�0�,�7�3�2

�0�,�7�3�4

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�N
�u �2

�E�c

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�8�:�L ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �s�u�r� �l�e� �n�o�m�b�r�e
�d�u�N�u�s�s�e�l�t�m�o�y�e�n� �s�u�r� �(�a�)� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� � �e�t� �(�b�)� � �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e

�d ��E�c�k�e�r�t�,� �p�o�u�r� �·�=� �0�.�5�,�P�r�=�0�.�0�2�,� �H�a�=�0�.�5

�a �b

�a �b
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�L�a� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�8�m�o�n�t�r�e� �q�u�e� �l�e�s� �p�r�o�f�i�l�e�s� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �m�o�y�e�n� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e

�n�o�m�b�r�e� �d ��E�c�k�e�r�t� �o�n�t� �l�a� �m�ê�m�e� �a�l�l�u�r�e�p�o�u�r� �l�e�s� �t�r�o�i�s� �c�a�s� �c�i�t�é�s�.

�O�n� �c�o�n�s�t�a�t�e� �q�u�e� �l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�d�e� �2�e�m�e�e�t� �d�e� �3�e�m�e�o�r�d�r�e�,� �a� �u�n�e� �i�n�f�l�u�e�n�c�e� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e

�s�u�r� �l�e� � �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d ��E�c�k�e�r�t�.

�E�n� �t�e�n�a�n�t� �c�o�m�p�t�e� �d�e�s� �c�e�s� �r�e�m�a�r�q�u�e�s� �e�t� �a�i�n�s�i� �p�o�u�r�d�e�s� �r�a�i�s�o�n�s� �d�e�s�i�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �d�e�s�c�a�l�c�u�l�s� �o�n

�a� �o�p�t�é� � �d�a�n�s� �c�e� �t�r�a�v�a�i�l�p�o�u�r�l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�u �3�e�m�e�o�r�d�r�e�.

�L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�a�m�n� �e�t� �d ��E�c�k�e�r�t� �p�o�u�r� �l�e�s� �t�r�o�i�s� �c�a�s� �d�e

�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�e�s�t�d�o�n�n�é�p�a�r� �c�e�s� �f�o�r�m�u�l�e�s�:

ð§ �D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �1�e�r�o�r�d�r�e

�2
�3�2

�x �2 �3

�C�C
�N�u �E�c �P�r

�M �r �r
ð= ð+

ð§ �D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e�2�e�m�e�o�r�d�r�e

�2 �6 �5 �2 �4 �3 �2 �2 �2 �2
�3 �1 �1 �2 �1 �2 �2 �2 �2

�x �2 �3

�C �C �M �r �C �C �M �r �C �C �M �r �C �C �l�n�(�r�) �C �M �r
�N�u �E�c �P�r

�2�r �1�9�2 �2 �1�6 �M �r �r �4

ðé ðù
ð= ð- ð- ð+ ð+ ð- ð+ðê ðú

ðë ðû

ð§ �D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e�3�e�m�e�o�r�d�r�e

ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�2
�6 �6�2 �2

�2 �5 �6�2 �2

�2
�6 �2 �4�2

�2 �7 �8
�3

�x

�4 �8 �8�2
�2 �9 �1 �2

�1�0�2
�1

�C�M�r �1 �M�r �1
�C �l�n �C �M�r �l�n �C �M�r

�2 �M �r �2 �2 �2

�1 �M�r �1 �1
�C �M�r �l�n �C �M�r �C �M�r

�C �E�c �P�r �1�9�2 �2 �2 �2�N�u
�2�r �2�r �1 �M�r �1 �1 �M�r

�C �M�r �l�n �C �M�r �C �C �M�r �l�n
�1�6 �2 �2 �1�5�3�6 �2

�1
�C �M�r

�4�6�0�8�0

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðú
ðè ðø ðè ðøðê ðú

ðê ðúðæ ðöðæ ðöðê ðúð- ð+ ð+ðç ð÷ðç ð÷
ðê ðúðè ðøðè ðøð= ð-
ðê ðú

ðæ ðö ðæ ðöðê ðúð- ð+ ð-ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðø
ðê ðú
ðêð-
ðêðë ðû

ðú
ðú
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�I�V�.�1�I�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n

�L�e�s� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�s� �i�n�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s� �d�e�s� �f�l�u�i�d�e�s� �i�n�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�l�e�s� �d�a�n�s� �u�n�e� �g�é�o�m�é�t�r�i�e

�q�u�e�l�c�o�n�q�u�e� �s�o�n�t� �g�o�u�v�e�r�n�é�s� �p�a�r� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s�d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s�.� �C�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�o�n�t� �n�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e�s� �e�t� �u�n�e� �s�o�l�u�t�i�o�n� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �r�e�s�t�e�d�i�f�f�i�c�i�l�e� �à� �o�b�t�e�n�i�r�.� �C�e�l�a� �i�m�p�o�s�e� �l�e

�r�e�c�o�u�r�s� �a�u�x� �m�é�t�h�o�d�e�s� �d�e� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�.

�L�e� �c�h�o�i�x� �d ��u�n�e� �m�é�t�h�o�d�e� �a�p�p�r�o�p�r�i�é�e� �p�o�u�r� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d ��u�n� �p�r�o�b�l�è�m�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�m�e�n�t�,

�f�a�i�t� �i�n�t�e�r�v�e�n�i�r� �d�e� �m�u�l�t�i�p�l�e�s� �p�a�r�a�m�è�t�r�e�s�.� �L�e�s� �c�r�i�t�è�r�e�s� �d�e� �s�é�l�e�c�t�i�o�n�s� �s�o�n�t� �d ��u�n�e� �p�a�r�t�,� �l�e� �t�e�m�p�s

�n�é�c�e�s�s�a�i�r�e� �p�o�u�r� �l�e� �c�a�l�c�u�l� �d�e� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n�,� �q�u�i� �d�o�i�t� �ê�t�r�e� �l�e� �p�l�u�s� �c�o�u�r�t� �p�o�s�s�i�b�l�e�,� �e�t� �d ��a�u�t�r�e� �p�a�r�t

�l ��e�x�a�c�t�i�t�u�d�e� �d�e� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �q�u�i� �d�o�i�t� �ê�t�r�e� �l�a� �p�l�u�s� �g�r�a�n�d�e� �p�o�s�s�i�b�l�e�.

�L�a� �p�r�e�m�i�è�r�e� �é�t�a�p�e�d ��u�n�e� �s�i�m�u�l�a�t�i�o�n� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�,� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �l�a� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� �d�u� �m�o�d�è�l�e

�g�é�o�m�é�t�r�i�q�u�e� �r�e�p�r�é�s�e�n�t�a�n�t� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �s�u�r� �l�e�q�u�e�l� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �n�u�m�é�r�i�q�u�e� �d�e�v�r�a� �ê�t�r�e� �c�a�l�c�u�l�é�e�.� �O�n

�p�r�o�c�è�d�e� �e�n�s�u�i�t�e� �à� �l�a� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �d�e� �c�a�l�c�u�l� �e�n� �u�n� �n�o�m�b�r�e� �f�i�n�i� �d�e� �p�o�i�n�t�s� �s�u�r

�l�e�s�q�u�e�l�s� �o�n� �a�p�p�r�o�c�h�e� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �d�e� �d�é�r�i�v�a�t�i�o�n�i�n�t�e�r�v�e�n�a�n�t� �d�a�n�s� � �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�p�a�r� �d�e�s

�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�s� �e�n� �s�é�r�i�e�s� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �t�r�o�n�q�u�é�e�s� �à� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �c�h�o�i�s�i�e�.� �P�a�r� �l�a� �s�u�i�t�e�,� �o�n

�c�h�o�i�s�i�t� �u�n� �s�c�h�é�m�a� �d�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �a�p�p�r�o�p�r�i�é� �p�o�u�r� �c�h�a�q�u�e� �t�e�r�m�e� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e�,� �u�n�e� �f�o�i�s� �l�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s�d�i�s�c�r�é�t�i�s�é�e�s�,� �o�n� �c�h�e�r�c�h�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �c�o�n�v�e�n�a�b�l�e� �p�o�u�r� �l�a�r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e

�d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�l�g�é�b�r�i�q�u�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�n�t�.

�L�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �n�u�m�é�r�i�q�u�e� �d�e�s� �p�r�o�b�l�è�m�e�s� �r�e�l�a�t�i�f�s� �a�u�x� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�s� �b�i�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�s�i�n�t�e�r�v�e�n�a�n�t

�d�a�n�s�l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e� �é�t�u�d�e�,� �p�e�u�t� �s�e� �f�a�i�r�e� �s�o�i�t� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�a�f�o�r�m�u�l�a�t�i�o�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �c�o�u�r�a�n�t �

�v�o�r�t�i�c�i�t�é�,� �s�o�i�t� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e ��p�r�e�s�s�i�o�n�.� �N�o�u�s� �a�v�o�n�s� �o�p�t�é� �p�o�u�r� �l�a� �d�e�r�n�i�è�r�e� �f�o�r�m�u�l�a�t�i�o�n� �e�n

�r�a�i�s�o�n� �d�e� �s�a� �r�a�p�i�d�i�t�é� �d�e� �p�r�é�d�i�c�t�i�o�n�,� �s�o�n� �c�o�û�t� �n�o�n� �é�l�e�v�é�,� �a�i�n�s�i� �q�u�e� �s�a� �c�a�p�a�c�i�t�é� �à� �s�i�m�u�l�e�r� �d�e�s

�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �r�é�e�l�l�e�s�.

�P�o�u�r�r�é�s�o�u�d�r�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�m�e�n�t�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s�,� �é�n�e�r�g�i�e� �e�t� �d�e� �m�a�s�s�e

�r�e�l�a�t�i�v�e�s�à �n�o�t�r�e� �é�t�u�d�e�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �a�d�o�p�t�é� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �d�e�s� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s�.� �D�a�n�s� �c�e�t�t�e

�m�é�t�h�o�d�e� �l�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s� �s�o�n�t� �r�e�m�p�l�a�c�é�e�s� �p�a�r� �d�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �é�l�é�m�e�n�t�a�i�r�e�s� �d�e

�d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s�.� �C�e�t�t�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �p�e�r�m�e�t� �d�e� �r�é�s�o�u�d�r�e� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �s�u�r� �u�n� �n�o�m�b�r�e� �f�i�n�i� �d�e� �p�o�i�n�t�s

�d�u� �m�i�l�i�e�u� �f�l�u�i�d�e� �q�u�i� �f�o�r�m�e� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �d ��é�t�u�d�e�.� �L�e�s� �m�é�t�h�o�d�e�s� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s� �s�o�n�t

�p�a�r�m�i� �l�e�s� �p�l�u�s� �c�o�u�r�a�m�m�e�n�t� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �p�o�u�r� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�m�e�n�t

�p�a�r�a�b�o�l�i�q�u�e�s�.
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�I�V�.�2�M�a�i�l�l�a�g�e�u�t�i�l�i�s�é

�L�a� �s�p�é�c�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �d�u� �m�a�i�l�l�a�g�e� �u�t�i�l�i�s�é� �d�é�p�e�n�d� �d�e� �l�a� �c�o�m�p�l�e�x�i�t�é� �d�e� �l�a� �g�é�o�m�é�t�r�i�e�.� �I�l� �e�s�t� �d�o�n�c

�t�r�è�s� �i�n�t�é�r�e�s�s�a�n�t� �d�e� �c�h�e�r�c�h�e�r� �l�e� �m�a�i�l�l�a�g�e� �c�o�n�v�e�n�a�b�l�e� �q�u�i� �a�s�s�u�r�e� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e

�d�u� �c�a�l�c�u�l�,� �c�a�r� �i�l� �p�e�u�t� �y� �a�v�o�i�r� �u�n�e� �c�e�r�t�a�i�n�e� �l�i�m�i�t�e� �d�e� �l�a� �t�a�i�l�l�e� �d�e� �l�a� �m�a�i�l�l�e� �c�o�n�d�u�i�s�a�n�t� �à� �l�a

�d�i�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�u� �s�c�h�é�m�a�.� �C�e�l�a� �n�é�c�e�s�s�i�t�e� �u�n�e� �é�t�u�d�e� �s�u�r� �l�e� �c�h�o�i�x� �d�e� �l�a� �d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �m�a�i�l�l�a�g�e

�c�o�n�v�e�n�a�b�l�e�.

�L�e� �m�a�i�l�l�a�g�e� �u�t�i�l�i�s�é� �d�a�n�s� � �n�o�t�r�e� �é�t�u�d�e� �e�s�t� �u�n� �m�a�i�l�l�a�g�e� �s�t�r�u�c�t�u�r�é�,� �d�u� �f�a�i�t� �d�e� �l�a� �s�y�m�é�t�r�i�e� �e�t� �l�a

�g�é�o�m�é�t�r�i�e� �c�y�l�i�n�d�r�i�q�u�e� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e� �p�h�y�s�i�q�u�e�,� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �d�e� �c�a�l�c�u�l� �e�s�t� �r�é�d�u�i�t� �à� �u�n� �d�e�m�i� �p�l�a�n

�A�B�C�D�d�i�v�i�s�é� �e�n� �m�a�i�l�l�e�s� �c�a�r�r�é�e�s� �d�e� �d�i�m�e�n�s�i�o�n�s�”�r� �=� �”�z� �=� �h�,� �f�i�g�u�r�e�(�I�V�.�1�)�.� �C�h�a�q�u�e� �p�o�i�n�t

�(�n�o�e�u�d�)� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �e�s�t� �r�e�p�é�r�é� �p�a�r� �d�e�u�x� �i�n�d�i�c�e�s� �(�i�,� �j�)� �i�n�d�i�q�u�e�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �s�a� �p�o�s�i�t�i�o�n� �s�u�r

�l ��a�x�e� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l� �(�o�z�)� �e�t� �l ��a�x�e� �v�e�r�t�i�c�a�l� �(�o�r�)�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�1�:�R�e�p�r�é�s�e�n�t�a�t�i�o�n� �g�é�o�m�é�t�r�i�q�u�e� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �d ��é�t�u�d�e� �e�t
�d�e� �l�a� �c�e�l�l�u�l�e� �d�e� �M�.�A�.�C

�U�n
�i�,�j�+�1�/�2 �V�n

�i�+�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�T�n
�i�+�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�C�n
�i�+�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�W�n
�i�+�1�/�2�,�j

�V�n
�i�+�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�T�n
�i�+�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�C�n
�i�+�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�V�n
�i�-�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�T�n
�i�-�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�c�n�i�-�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�W�n
�i�-�1�/�2�,�j

�V�n
�i�-�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�T�n
�i�-�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�C�n
�i�-�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�P�i�,�j

�U�n
�i�,�j�-�1�/�2

�r� �(�j�)

�z�(�i�)

�B�A

�C
�D

�O
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�L�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e� �e�t� �a�x�i�a�l�e� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �(�u�,� �w�)� � �s�o�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �d�é�f�i�n�i�e�s� �a�u�x� �p�o�i�n�t�s

�m�i�l�i�e�u�x� �d�e�s� �a�r�ê�t�e�s� �v�e�r�t�i�c�a�l�e�s� �e�t� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e�s� �d�e� �c�h�a�q�u�e� �m�a�i�l�l�e�e�t� �l�a� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e� �a�z�i�m�u�t�a�l�e� �d�e� �l�a

�v�i�t�e�s�s�e� �(�v�)� �a�i�n�s�i� �q�u�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �(�˜ �)� �e�t� �l�a� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �(�C�)� �o�c�c�u�p�e�n�t� �l�e�s� �s�o�m�m�e�t�s�.� � �L�a

�p�r�e�s�s�i�o�n�P�e�s�t� �d�é�f�i�n�i�e� �a�u� �c�e�n�t�r�e� �d�e� �c�h�a�q�u�e� �m�a�i�l�l�e�.� � �C ��e�s�t� �c�e� �q�u ��o�n� �a�p�p�e�l�l�e� �u�n� �m�a�i�l�l�a�g�e�d�é�c�a�l�é

�d�é�f�i�n�i� �p�a�r� �l�a� �c�e�l�l�u�l�e� �d�e� �M�.�A�.�C� �(�M�a�r�k�e�r�A�n�d� �C�e�l�l�)�.

�S�i� �h� �e�s�t� �l�e� �p�a�s� �s�p�a�t�i�a�l�,� �k� �l�e� �p�a�s� �d�u� �t�e�m�p�s� �e�t� �n� �l ��i�n�d�i�c�e� �d�u� �t�e�m�p�s� �(�t�=�n�k�)�,� �l�e�s� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s

�s�o�n�t� �d�é�f�i�n�i�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t� �:

�n
�i�, �j �1�/ �2�u ð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�u �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �j �1�/ �2�z �i�h� �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ð= ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�=�n�k

�n
�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�vð+ ð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�v �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�+�1�/�2�z �(�i �1�/ �2�)�h� �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ ð= ð+ ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�=�n�k

�n
�i �1�/ �2�, �j�wð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�w �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�z �(�i �1�/ �2�)�h� � � �e�t� � �r �j�hð+ ð= ð+ ð= �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�=�n�k

�,
�n

�i �j�P �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�P�a�u� �p�o�i�n�t�:�i �j�z �i�h� � �e�t� � �r �j�hð= ð= �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� � �t�=�n�k

�n
�i �1�/�2�, �j �1�/�2ð+ ð+ðq �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�eðq�a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�+�1�/�2�z �(�i �1�/ �2�)�h� � �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ ð= ð+ ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� � �t�=�n�k

�n
�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�Cð+ ð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�C �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�+�1�/�2�z �(�i �1�/ �2�)�h� � �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ ð= ð+ ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� � �t�=�n�k

�I�V�.�3�.� �S�c�h�é�m�a� �d�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n

�I�V�.�3�.� �1� �D�e�s�c�r�i�p�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�,� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�,� �d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e� �e�t� �d�e� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �s�o�n�t

�r�é�s�o�l�u�e�s� �a�u� �m�o�y�e�n� �d ��u�n� �s�c�h�é�m�a�s�e�m�i�i�m�p�l�i�c�i�t�e� �d�e� �t�y�p�e� �C�r�a�n�k�-�N�i�c�h�o�l�s�o�n� �à� �l ��a�i�d�e� �d ��u�n

�p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �b�a�s�é� �s�u�r� �l�a� �p�e�r�t�u�r�b�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e�c�o�n�t�i�n�u�i�t�é� �p�a�r� �l ��i�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n� �d ��u�n�e

�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�i�l�i�t�é� �a�r�t�i�f�i�c�i�e�l�l�e�.� �C�e�t�t�e� �m�é�t�h�o�d�e� �a� �é�t�é� �p�r�o�p�o�s�é�e� �p�a�r� �T�e�m�a�m� �[�4�9�]� �p�o�u�r� �l�a� �r�e�c�h�e�r�c�h�e

�d�e�s� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s� �e�n� �f�a�i�s�a�n�t� �t�e�n�d�r�e� �l�e� �t�e�m�p�s� �v�e�r�s� �l ��i�n�f�i�n�i� �d�a�n�s� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s

�i�n�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s�.� �D�e�s� � �m�é�t�h�o�d�e�s�s�e�m�b�l�a�b�l�e�s� �o�n�t� �é�t�é� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �p�a�r� �F�o�r�t�i�n� �e�t� �a�l�.� �[�5�0�]�,� �P�e�y�r�e�t� �[�5�1�]�,

�P�e�y�r�e�t�e�t� �a�l�[�5�2�]�,�G�h�e�z�a�l�e�t�a�l�.�[�5�3�]�,� �[�5�4�]�.

�C�e�t�t�e� �m�é�t�h�o�d�e� �p�r�é�s�e�n�t�e� �l ��a�v�a�n�t�a�g�e� �d ��e�x�p�r�i�m�e�r� �d�e� �f�a�ç�o�n� �e�x�p�l�i�c�i�t�e� �l�a� �d�é�p�e�n�d�a�n�c�e� �d�e� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n

�a�v�e�c� �l�e� �t�e�m�p�s�.

�E�n� �c�o�n�s�é�q�u�e�n�c�e�:

�- �L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x�l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n� �n�e� �s�o�n�t� �p�a�s� �n�é�c�e�s�s�a�i�r�e�s�.
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�- �L�a� �s�a�t�i�s�f�a�c�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é� �à� �c�h�a�q�u�e� �i�t�é�r�a�t�i�o�n� �n ��e�s�t� �p�a�s� �n�é�c�e�s�s�a�i�r�e�.

�- �L ��i�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n� �d ��u�n�e� �d�é�r�i�v�é�e� �t�e�m�p�o�r�e�l�l�e� �d�e� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n� �r�e�n�d� �p�o�s�s�i�b�l�e� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e� �d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�c�k�e�s� �p�a�r� �u�n�e� �m�é�t�h�o�d�e� �i�n�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�.

�I�V�.�3�.�2�D�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n�d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s� �r�e�l�a�t�i�v�e�s� �à� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �s�o�n�t� �d�e� �t�y�p�e� �p�a�r�a�b�o�l�i�q�u�e� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e

�t�e�m�p�s�;� �l�e�u�r� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �s�e� �f�a�i�t� �p�a�r� �u�n�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e� �d�a�n�s�l�e� �t�e�m�p�s�.

�a�.� �A�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e� �t�e�m�p�s

�L�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�a�r�t�i�e�l�l�e
�f
�t

ð¶
ð¶

�e�s�t� �r�e�m�p�l�a�c�é�e� �p�a�r� �u�n� �o�p�é�r�a�t�e�u�r� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �d�e� �p�r�e�m�i�e�r

�o�r�d�r�e�a�v�e�c� �u�n�e� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �0�(�k�)� �à� �p�a�r�t�i�r� �d ��u�n� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �d�u� �p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e�d�e� �l�a
�f�o�n�c�t�i�o�n�f �(�r�, �z�, �t�)�d�a�n�s� �l�e� �t�e�m�p�s�:

ð( ð)
�n �1 �n
�m�,�l �m�,�l�n

�t �m�,�l

�f �- �f
�f

�k

ð+

ðd ð=

�b�.� �A�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �a�u�x� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �s�p�a�t�i�a�l�e�s

�U�n� �n�o�m�b�r�e�i�n�f�i�n�i� �d�e� �s�c�h�é�m�a�s� �p�e�u�t� �ê�t�r�e� �u�t�i�l�i�s�é� �p�o�u�r� �l�a� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �d�é�r�i�v�é�e�.� �A� �p�a�r�t�i�r

�d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �e�n� �r� �e�t� �e�n� �z�,�l�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�r�e�m�i�è�r�e�s�e�t� �s�e�c�o�n�d�e�s�s�o�n�t� �a�p�p�r�o�c�h�é�e�s

�p�a�r� �d�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �s�e�l�o�n� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �s�o�u�h�a�i�t�é�.

ð· �P�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �l�a� �v�a�r�i�a�b�l�e� �r

�-�p�r�é�c�i�s�i�o�n� �d ��o�r�d�r�e� �u�n� �0�(�h�)�:

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �1 �m�,�l�n

�r �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð+ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �m�,�l �1�n

�r �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð-ð- ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �r�é�g�r�e�s�s�i�f

�-�p�r�é�c�i�s�i�o�n� �d ��o�r�d�r�e� �d�e�u�x� �0�(�h
�2
�)�:

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �1 �m�,�l �1�0 �n

�r �m�,�l

�f �f
�f

�2�h
ð+ ð-ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �c�e�n�t�r�é
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ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m�,�l �1 �m�,�l �2�'�' �n

�r �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð+ ð+ð- ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m�,�l �1 �m�,�l �2�'�' �n

�r �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð- ð-ð- ð+

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� � �r�é�g�r�e�s�s�i�f

�L ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� � �l�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�a�r�t�i�e�l�l�e� �s�e�c�o�n�d�e
�2

�2

�f
�r

ð¶
ð¶

�e�s�t� �o�b�t�e�n�u�e� �à� �p�a�r�t�i�r� �d�u

�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �d ��o�r�d�r�e� �q�u�a�t�r�e�;�e�l�l�e� �s ��é�c�r�i�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �1 �m�,�l �m�,�l �1�2 �n

�r �r �r �m�,�l �2

�f �2�f �f
�f

�h
ð+ ð-ð+ ð- ð- ð+

ðd ð= ðd ðd ð=

ð· �P�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �l�a� �v�a�r�i�a�b�l�e� �z

ð( ð)
�n �n
�m �1�,�l �m�,�l�n

�z �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð+ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �m �1�,�l�n

�z �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð-ð- ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �r�é�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n
�m �1�,�l �m �1�,�l�0 �n

�z �m�,�l

�f �f
�f

�2�h
ð+ ð-ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �c�e�n�t�r�é

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m �1�,�l �m �2�,�l�'�' �n

�z �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð+ ð+ð- ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� � �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f� �d�e� �2�e�m�e�o�r�d�r�e

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m �1�,�l �m �2�,�l�'�' �n

�z �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð- ð-ð- ð+

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� � �r�é�g�r�e�s�s�i�f�d�e�2�e�m�e�o�r�d�r�e

�L�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�a�r�t�i�e�l�l�e� �s�e�c�o�n�d�e
�2

�2

�f
�z

ð¶
ð¶

�e�s�t� �a�p�p�r�o�c�h�é�e� �p�a�r�:

ð( ð)
�n �n �n
�m �1�,�l �m�,�l �m �1�,�l�2 �n

�z �z �z �m�,�l �2

�f �2�f �f
�f

�h
ð+ ð-ð+ ð- ð- ð+

ðd ð= ðd ðd ð=

�l� �e�t� �m� �s�o�n�t� �d�e�s� �n�o�m�b�r�e�s� �e�n�t�i�e�r�s� �o�u� �f�r�a�c�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s� �e�t� �d�é�f�i�n�i�s� �a�i�n�s�i� �:

�l�=�j�,�j�±�1�/�2�,� �j�±�3�/�2�.�.�.�.�.�.�.�.�.

�m�=�i�,�i�±�1�/�2�,� �i�±�3�/�2 & &
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�I�V�.�3�.�3�D�i�f�f�é�r�e�n�t�i�a�t�i�o�n�d�e�s�é�q�u�a�t�i�o�n�s

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �N�a�v�i�e�r ��S�t�o�k�e�s� �r�e�l�a�t�i�v�e�s� �à� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �s�o�n�t� � �d�e� �t�y�p�e� �p�a�r�a�b�o�l�i�q�u�e

�s�u�i�v�a�n�t� �l�e� �t�e�m�p�s�;� �d�e� �c�e� �f�a�i�t� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �e�s�t� �a�p�p�r�o�x�i�m�é� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s

�d�e� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e� � �p�a�r� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �é�q�u�i�v�a�l�a�n�t�s�u�i�v�a�n�t�:

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�:

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�p�e�u�t�e�n�t�r�a�î�n�e�r �d�e�s� �i�n�s�t�a�b�i�l�i�t�é�s� �d�a�n�s� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e

�m�o�u�v�e�m�e�n�t�.� �P�o�u�r� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �i�n�i�t�i�a�l�e�s� �i�n�c�o�m�p�a�t�i�b�l�e�s� �o�u� �à� �c�a�u�s�e� �d ��u�n�e� �s�o�l�u�t�i�o�n� �i�t�é�r�a�t�i�v�e

�i�n�c�o�m�p�l�è�t�e� �a�v�e�c� �u�n� �s�c�h�é�m�a� �i�m�p�l�i�c�i�t�e�,� �l ��o�p�é�r�a�t�e�u�r�i�, �j�D �e�s�t� �n�o�n� �n�u�l�.

�L�e� �t�e�r�m�e� �d�e� �p�r�e�s�s�i�o�n� �e�s�t� �d�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �l�à� �i�n�s�t�a�b�l�e�.� �L�e� �p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �p�e�u�t� �e�n� �e�f�f�e�t� �c�a�u�s�e�r� �u�n�e

�a�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��e�r�r�e�u�r� �d�e� �t�r�o�n�c�a�t�u�r�e� �s�i� �o�n� �c�o�n�s�i�d�è�r�e�i �, �j�D �0ð= �.� �P�o�u�r� �é�v�i�t�e�r� �c�e�s� �i�n�s�t�a�b�i�l�i�t�é�s� �o�n

�i�m�p�o�s�e� �u�n�e� �c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�i�l�i�t�é� �a�r�t�i�f�i�c�i�e�l�l�e� �a�v�e�c� �u�n� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�n �1
�i�, �j�D ð+ �.

�n �1
�n �1 �n �1

�r �z�i�, �j �1�/ �2 �i �1�/ �2�, �j
�i�, �j

�u
�u �w �0

�r

ð+
ð+ ð+ð- ð-

ð+ ð+
ðd ð+ ð+ ðd ð= �(�I�V�.�1�.�a�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�:

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �r�a�d�i�a�l�e�:

ð° ð°

ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�n �0 �0 �0 �0

�t �r �z �r �z�i�, �j �1�/�2

�i�, �j �1�/�2

�n �1 �n�0 �0
�n �2 �2 �2 �2�r �r

�r �r �z �r �z�2 �2�i�, �j

�i�, �j �1�/�2

�2
�n �1

�v �v
�u �u �u �w �u �(�1 �) �u �u �w �u

�r �r

�u �u�1 �u �u
�P �u �u �(�1 �) �u �u

�T�a �r �r �r �r

�H�a
�u �(�1 �)

�(�1 �)�T�a

ð+

ð+

ð+

ð+
ð+ðað+

ð+

ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ðd ð+ ða ðd ð- ð+ ðd ð+ ð-ða ðd ð- ð+ ðd ð=

ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh
ð- ðd ð+ ða ðd ð+ ð- ð+ðd ð+ ð-ða ðd ð+ ð- ð+ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ð- ða ð+ ð-ða
ð-ðh

ð( ð)�n

�i�, �j �1�/�2
�u

ð+
ðé ðùðë ðû

�(�I�V�.�1�.�b�)
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ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�:

ð( ð)

�n �1 �n

�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z�2 �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2
�n �1 �n

�u�v �u�v
�v �u �v �w �v �(�1 �) �u �v �w �v

�r �r

�v �v�1 �v �v
�v �v �(�1 �) �v �v

�T�a �r �r �r �r

�H�a
�v �(�1 �)�v

�(�1 �)�T�a

ð+

ð+ ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðd ð+ ða ðd ð+ ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð+ ðd ð=ðç ð÷ ðç ð÷
ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ða ðd ð+ ð- ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð- ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðéð- ða ð+ ð- ðaðëð- ðh �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2ð+ ð+
ðùðû

�(�I�V�.�1�.�c�)

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �a�x�i�a�l�e�:

ð%ð( ð) ð%ð( ð)�n �1 �n �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z �z�ï �1�/�2�, �j �ï�, �j

�i �1�/�2�, �j

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/�2�, �j

�w �u �w �w �w �(�1 �) �u �w �w �w �P

�w �w�1
�w �w �(�1 �) �w �w

�T�a �r �r

ð+ ð+ðað+

ð+
ð+

ð+

ð+

ðé ðùðd ð+ ða ðd ð+ ðd ð+ ð-ða ðd ð+ ðd ð= ð-ðdðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh
ða ðd ð+ ð+ðd ð+ ð-ða ðd ð+ ð+ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�1�.�d�)

ðØ �D�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d ��é�n�e�r�g�i�e�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/�2�,�j �1�/�2

�i �1�/�2�,�j �1�/�2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/�2�,�j �1�/�2

�u �w �(�1 �) �u �w

�1 �(�1 �)�E�c
�(�1 �)

�P�r�T�a �r �r �T�a

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ðQ ð+ ða ðd ðQð+ ðd ðQ ð+ ð-ða ðd ðQð+ ðd ðQ ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðQ ðd ðQð-ðh ð-ðh ðF
ða ðd ðQð+ ð+ðd ðQ ð+ ð-ða ðd ðQð+ ð+ðd ðQ ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�1�.�e�)

�O�ù�:

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�2 �2 �2 �2�0 �0 �0 �0

�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n�0 �0 �0 �0
�z �r �z �r

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n

�0 �0
�r �r

�i �1�/ �2�, �j �1�/

�u �u
�2 �u �w �(�1 �) �u �w

�r �r

�u �w �(�1 �) �u �w

�v �v
�v �(�1 �) �v

�r �r

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðæ ðö ðæ ðöðê ðúðF ð= ða ðd ð+ ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð+ ðdðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùð+ ða ðd ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ðd
ðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ða ðd ð- ð+ ð- ða ðd ð-ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðøðê ðúðë ðû

ð( ð) ð( ð)
�2

�2 �( �n �1�) �2 �n�0 �0
�z �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2
�v �(�1 �) �v

� 

ð+

ð+ ð+

ðé ðùð+ ða ðd ð+ ð- ða ðd
ðë ðû
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ðØ �D�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�C �u �C �w �C �(�1 �) �u �C �w �C

�C �C�1
�C �C �(�1 �) �C �C

�S�c�T�a �r �r

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ð+ ða ðd ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ðd ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ða ðd ð+ ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�1�.�f�)

ð% ð°
�i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �i �, �j �1 �/ �2 �i �, �j �1 �/ �2�u �, �u �, �v �, �wð+ ð+ ð+ ð+ ð+�e�t �i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2�wð+ ð+ �s�o�n�t� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �m�o�y�e�n�n�e�s� �d�é�f�i�n�i�e�s

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð)

ð( ð)

ð( ð)

�i�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2

�i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1�, �j �1 �/ �2 �i�, �j �1 �/ �2

�i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �i �1 �/ �2�, �j

�1
�v � � � � � �v �v

�2
�1

�u � �= �u �u
�2
�1

�w �w �w
�2

ð+ ð+ ð+ ð- ð+

ð+ ð+ ð+ ð+ ð+

ð+ ð+ ð+ ð+ ð+

ð= ð+

ð+

ð= ð+

ð° ð( ð)�i�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �i �1 �/ �2�, �j �1 �i �1 �/ �2�, �j �i �1 �/ �2�, �j

�1
�w � � � � �w �w �w �w

�4
ð+ ð+ ð+ ð- ð+ ð+ ð-ð= ð+ ð+ ð+

ð% ð( ð)�i �1 �/ �2�, �j �i �1�, �j �1 �/ �2 �i �1�, �j �1 �/ �2 �i �, �j �1 �/ �2 �i �, �j �1 �/ �2

�1
�u � � � � �u �u �u �u

�4
ð+ ð+ ð+ ð+ ð- ð+ ð-ð= ð+ ð+ ð+

�I�V�.�4�E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�é�e�s

�C�o�m�m�e�c�e�l�a�a�é�t�é�d�é�j�à� �m�e�n�t�i�o�n�n�é� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �r�e�t�e�n�u�e� �p�o�u�r� �i�m�p�l�é�m�e�n�t�e�r� �c�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �e�s�t

�u�n�e� �m�é�t�h�o�d�e� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s� �s�e�m�i� �i�m�p�l�i�c�i�t�e� �d�u� �t�y�p�e� �C�r�a�n�k�-�N�i�c�o�l�s�o�n�.�C�e�t�t�e

�t�e�c�h�n�i�q�u�e� �c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�a�n�t� �à�1�/ �2ða ð= �,� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �s�a�t�i�s�f�a�i�r�e� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �a�u

�m�i�l�i�e�u� �d�e� �l ��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e� �s�é�p�a�r�a�n�t� �l�e� �p�l�a�n� �e�n� �t�e�m�p�s� �(�n�+�1�)� �o�ù� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �e�s�t� �c�h�e�r�c�h�é�e�,� �d�u� �p�l�a�n

�(�n�)� �o�ù� �e�l�l�e� �e�s�t� �c�o�n�n�u�e�.

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�e� �r�é�é�c�r�i�v�e�n�t� �d�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �l�à� � �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�:
�n �1

�n �1 �n �1

�r �z�ï �, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j
�i �, �j

�u
�u �w �0

�r

ð+
ð+ ð+ð- ð-

ð+ ð+
ðd ð+ ð+ ðd ð= �(�I�V�.�2�.�a�)
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ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�:

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �r�a�d�i�a�l�e� �r

ð° ð° ð( ð)

ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�n�n �0 �0 �0 �0

�t �r �z �r �z �r�i�,�j �1�/�2 �i�,�j

�i�,�j �1�/�2

�n �1 �n�0 �0 �2
�2 �2 �2 �2 �n �1 �n�r �r
�r �z �r �z�2 �2 �i�,�j �1�/�2

�i�,�j �1�/�2

�1 �v �v
�u �u �u �w �u �u �u �w �u �P

�2 �r �r

�u �u�1 �u �u �H�a
�u �u �u �u �u �u

�2�T�a �r �r �r �r �2�(�1 �)�T�a

ð+

ð+ðað+

ð+

ð+

ð+

ð+

ð+

ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ðd ð+ ðd ð- ð+ ðd ð+ ðd ð- ð+ ðd ð=ð- ðd
ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh ðé ðùð+ ðd ð+ ð- ð+ðd ð+ ðd ð+ ð- ð+ðd ð- ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ ðë ðûð-ðhðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�b�)

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�eðq�:

ð( ð)

�n �1 �n

�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z�2 �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2
�n �1 �n

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�1 �u�v �u�v
�v �u �v �w �v �u �v �w �v

�2 �r �r

�v �v�1 �v �v
�v �v �v �v

�2�T�a �r �r �r �r

�H�a
�v �v

�2�(�1 �)�T�a

ð+

ð+ ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðd ð+ ðd ð+ ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð+ ðd ð=ðç ð÷ ðç ð÷
ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ðd ð+ ð- ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð- ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùð- ð+ðë ðûð- ðh

�(�I�V�.�2�.�c�)

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �a�x�i�a�l�e� �z�:

ð%ð( ð) ð%ð( ð)�n �1 �n �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z �z�ï �1�/�2�, �j �ï�, �j

�i �1�/�2�, �j

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/�2�, �j

�1
�w �u �w �w �w �u �w �w �w �P

�2

�w �w�1
�w �w �w �w

�2�T�a �r �r

ð+ ð+ðað+

ð+
ð+

ð+

ð+

ðé ðùðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð= ð-ðdðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh
ðd ð+ ð+ðd ð+ ðd ð+ ð+ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�d�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d ��é�n�e�r�g�i�e�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�1
�u �w �u �w

�2

�1 �(�1 �)�E�c
�2 �P�r �T�a �r �r �T�a

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðQ ðd ðQð- ðh ð- ðh ðF
ðd ðQ ð+ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ð+ ðd ðQ ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�e�)

�O�ù�:
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ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�2 �2 �2 �2�0 �0 �0 �0

�r �z �r �z

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n�0 �0 �0 �0
�z �r �z �r

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n
�2 �( �n �1�)�0 �0 �0

�r �r �z

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2

�u �u
�u �w �u �w

�r �r

�1
�u �w �u �w

�2

�1 �v �v �1
�v �v �v

�2 �r �r �2

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+
ð+

ð+ ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðæ ðö ðæ ðöðê ðúðF ð= ðd ð+ ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð+ ðdðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd
ðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ðd ð- ð+ ðd ð- ð+ ðd ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðøðê ðúðë ðû

ð( ð)�2 �n�0
�z

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2
�v

� 

ð+ ð+

ðé ðùðd
ðë ðû

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�1
�C �u �C �w �C �u �C �w �C

�2

�C �C�1
�C �C �C �C

�2�S�c�T�a �r �r

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ðd ð+ ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�f�)

�I�V�.�5�T�r�a�i�t�e�m�e�n�t�d�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �a�u�x� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�s

�L�o�r�s�q�u�e� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�o�n�t� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�é�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �m�a�i�l�l�e�s�b�o�r�d�a�n�t� �l�e�s� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e�,

�c�e�r�t�a�i�n�e�s� �m�o�d�i�f�i�c�a�t�i�o�n�s� �d�o�i�v�e�n�t� �ê�t�r�e� �a�p�p�o�r�t�é�e�s� �a�u� �s�c�h�é�m�a� �d�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n�.�E�n� �e�f�f�e�t�l�e�s

�f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �n�e� �c�o�ï�n�c�i�d�e�n�t� �p�a�s� �a�v�e�c� �l�e� �m�a�i�l�l�a�g�e� �g�é�o�m�é�t�r�i�q�u�e� �d�é�c�r�i�t� �s�u�r� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �(�I�V�.�2�)�.� �P�o�u�r

�r�e�m�é�d�i�e�r� �à� �c�e�p�r�o�b�l�è�m�e�,� �I�l� �e�s�t� �u�t�i�l�e� �d�e�t�e�n�i�r� �c�o�m�p�t�e� �d�e� �l ��e�x�i�s�t�e�n�c�e� �d ��u�n�e� �m�a�i�l�l�e� �f�i�c�t�i�v�e

�d�i�s�p�o�s�é�e�,� �à� �l ��e�x�t�é�r�i�e�u�r�,� �d�e� �l ��a�u�t�r�e� �c�o�t�é� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �s�o�l�i�d�e� �a�f�i�n� �d�e� �v�é�r�i�f�i�e�r� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �à� �l�a

�f�r�o�n�t�i�è�r�e�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�2�:�l�e�s�f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �é�t�u�d�i�é

�R�1

�R

�2

�S�3

�S�4

�S�2�S�1

�z

�r

�O
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�L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�o�n�t� �t�r�a�i�t�é�e�s� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e�s� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n�s� �d�o�n�n�é�e�s� �p�a�r� �H�a�r�l�o�w

�e�t� �W�e�l�c�h�[�5�5�] �1�9�6�5�,� �q�u�i� �c�o�n�s�i�d�è�r�e�n�t� �q�u�e� �l�e�s� �p�a�r�o�i�s� �s�o�l�i�d�e�s� �s�o�n�t� �c�o�n�f�o�n�d�u�e�s� �a�v�e�c� �l�e�s� �b�o�r�d�u�r�e�s

�d�e�s� �c�e�l�l�u�l�e�s� �q�u�i� �s�o�n�t� �p�r�o�c�h�e�s� �e�t� �a�p�p�a�r�t�e�n�a�n�t� �a�u� �m�a�i�l�l�a�g�e�.� �U�n�e� �p�a�r�o�i� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e� �p�a�s�s�e� �a�l�o�r�s� �à

�t�r�a�v�e�r�s� �l�e�s� �n�S�u�d�s� �d�e� �l�a� �m�a�i�l�l�e� �p�o�r�t�a�n�t� �l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �n�o�r�m�a�l�e�s� �q�u�i� �s ��a�n�n�u�l�e�n�t� �q�u�e�l�q�u�e� �s�o�i�t� �l�e

�t�e�m�p�s�.

�a�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i�S�1

�A�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �p�a�r�o�i�f�i�g�.� �I�V�.�3�o�n� � �d�i�s�t�i�n�g�u�e� � �t�r�o�i�s� � �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� � �a�u�x� � �l�i�m�i�t�e�s� � �à� � �s�a�v�o�i�r�;� � �l�a

�c�o�n�d�i�t�i�o�n� � �d ��a�d�h�é�r�e�n�c�e�,� � �l�a� � �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d ��a�d�i�a�b�a�t�i�c�i�t�é� �e�t� �l�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d ��i�m�p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é�d�e�s� �p�a�r�o�i�s�.

�L�a� �v�i�t�e�s�s�e�n�o�r�m�a�l�e� �à� �l�a� �p�a�r�o�i� �s ��a�n�n�u�l�e�,� �w�=�0�.� �L ��o�p�é�r�a�t�e�u�r� �L
�w

�a�p�p�l�i�q�u�é� �a�u� �p�o�i�n�t� �(�R�-�h�,�z�,�t�)� �e�t� �s�e�s

�d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �r� �n�e� �d�é�b�o�r�d�e�n�t� �p�a�s� �s�u�r� �l�a� �f�r�o�n�t�i�è�r�e� �S
�1
�.

�L�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d�e� �r�é�f�l�e�x�i�o�n� �p�o�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e� �t�e�l� �q�u�e� �u ��=�-�u� �(�l�e� �«�  �� �»� �s�y�m�b�o�l�i�s�e� �u�n�e

�c�e�l�l�u�l�e� �f�i�c�t�i�v�e�s�i�t�u�é�e� �à� �l ��e�x�t�é�r�i�e�u�r� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �s�o�l�i�d�e�)�.

�D�e� �p�l�u�s�,� �o�n� �s�u�p�p�o�s�e� �p�o�u�r� �c�e� �c�a�s� �d ��i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �q�u ��i�l� �e�x�i�s�t�e� �u�n�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e� �s�u�r

�l ��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e� �R�-�h�/�2"d� �r� "d�R�+�h�/�2� �d�e� �m�a�n�i�è�r�e� �à� �a�b�o�u�t�i�r� �à� �l ��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e� �:

�2�(�R �r�)
�u�(�r�, �z�, �t�) �u�(�R �h �/ �2�, �z�, �t�)

�h
ð-

ð= ð-

�D�a�n�s�l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �d�e� �u� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �r�,� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �u �� �q�u�i� �e�s�t� �a�i�n�s�i� �d�é�f�i�n�i�e

�p�e�r�m�e�t� �d�e� �r�é�s�o�u�d�r�e� �L
�u
�a�u� �p�o�i�n�t� �(�R�-�h�/�2�,�z�,�t�)�.

�D�a�n�s� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s�d ��a�d�i�a�b�a�t�i�c�i�t�é� �e�t� �d ��i�m�p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é� �o�n� �u�t�i�l�i�s�e� �l ��o�p�é�r�a�t�e�u�r

�(�´ � ��)� �d�a�n�s� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �r�a�d�i�a�l�e�,� �p�o�u�r� �m�a�i�n�t�e�n�i�r� �l�a� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �a�u� �d�e�u�x�i�è�m�e� �o�r�d�r�e�.� �L�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s

�L
�˜

�e�t� �L
�C

�n�e� � �p�r�é�s�e�n�t�e� �a�u�c�u�n� �d�é�b�o�r�d�e�m�e�n�t� �s�u�r� �c�e�t�t�e� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�3�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�1�,�z�=�0

�v�=�0

�u �
�w�=�0

�P�a�r�o�i� � �S�1

�h�z

�u
�h�r
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�b�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�2

�D�e� �l�a� �m�ê�m�e� �f�a�ç�o�n� �o�n� �c�a�l�c�u�l�e�l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r�l�a�f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �S�2�.� �L�e�s

�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d ��a�d�h�é�r�e�n�c�e�d ��a�d�i�a�b�a�t�i�c�i�t�é�e�t�d ��i�m�p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é�d�a�n�s� �l�a� �s�e�c�t�i�o�n� �d ��e�n�t�r�é�e

�s�e� �p�r�é�s�e�n�t�e�n�t� �t�e�l�l�e�s� �q�u�e�,� �(�v�o�i�r� �f�i�g�u�r�e�I�V�.�4�)�,� �l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�s� �a�y�a�n�t� �u�n� �p�r�o�b�l�è�m�e

�d ��i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �a�u� �c�o�n�t�a�c�t� �d�e� �c�e�t�t�e� �p�a�r�o�i� �s�o�n�t� �r�é�f�l�é�c�h�i�e�s� �e�t� �l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �n�o�r�m�a�l�e�s� �s ��a�n�n�u�l�e�n�t

�s�u�r� �c�e�t�t�e� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�.� �C�e� �q�u�i� �c�o�n�d�u�i�t� �à� �l�a� �r�e�l�a�t�i�o�n� �U�=�-�U �� �e�t� �W�=�0� �s�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� �S
�2
�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�4�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�2�,�z�=�L

�c�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� � �S�3�:

�L�e�s� �m�ê�m�e�s� �t�e�c�h�n�i�q�u�e�s� �s�e�r�v�e�n�t� �à� �c�a�l�c�u�l�e�r� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�e�s� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�s

�s�o�l�i�d�e�s� �d�i�s�p�o�s�é�e�s�h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e�m�e�n�t�.

�L�e� �l�o�n�g� �d�e� �c�e�t�t�e� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �l�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d ��a�d�h�é�r�e�n�c�e�u �v �w �0ð= ð= ð=

�A�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �(�S�3�)�,�l�e� �m�a�i�l�l�a�g�e�e�s�t� �p�r�é�s�e�n�t�é�d�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e�I�V�.�5

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�5�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�3�,�r�=�R�2

�v�=�0

�u �
�w�=�0

�P�a�r�o�i� � �S�2

�h�z

�u
�h�r

�v�=�0 �u�=�0
�w �

�w

�P�a�r�o�i� � �S�3

�h�r

�h�z
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�L�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e� �e�t� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�u�e�t�v �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e�a�i�n�s�i� �q�u�e� �l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s

�d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�t� �d�e� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n�s�e� �t�r�o�u�v�e�n�t� �s�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i�,� �t�a�n�d�i�s� �q�u�e�w �s�e� �t�r�o�u�v�e� �à� �u�n�e

�d�i�s�t�a�n�c�e� �d�e�h �/ �2�d�e� �c�e�t�t�e� �m�ê�m�e� �p�a�r�o�i�.�P�o�u�r� � �l�a� �d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �w� �à� �l�a� �p�a�r�o�i�S�1�,

�o�n� �u�t�i�l�i�s�e� �l�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d�e� �r�é�f�l�e�x�i�o�n� �p�o�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e� �t�e�l� �q�u�e� �W ��=�-�W� �(�l�e� �«�  �� �»

�s�y�m�b�o�l�i�s�e� �u�n�e� �c�e�l�l�u�l�e� �f�i�c�t�i�v�e� �s�i�t�u�é�e� �à� �l ��e�x�t�é�r�i�e�u�r� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �s�o�l�i�d�e�)�.

�D�e� �p�l�u�s�,� �o�n� �s�u�p�p�o�s�e� �p�o�u�r� �c�e� �c�a�s� �d ��i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �q�u ��i�l� �e�x�i�s�t�e� �u�n�e� � �v�a�r�i�a�t�i�o�n� � �l�i�n�é�a�i�r�e

�s�u�r� � �l ��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e� � � �R�-�h�/�2"d�r"d�R�+�h�/�2� � �q�u�i� � �a�b�o�u�t�i�t�à� � � �l ��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e� �:

ð( ð) ð( ð) ð( ð)�t�,�z�,�2�/�h�R�W
�h

�r�R�2
�t�,�z�,�r�W ð-

ð-
ð=

�D�a�n�s� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �d�e� �W� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �r�,� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �W �� �q�u�i� �e�s�t� �a�i�n�s�i

�d�é�f�i�n�i�e� �p�e�r�m�e�t� �d�e� �r�é�s�o�u�d�r�e� �L�W �a�u� �p�o�i�n�t� �(�R�-�h�/�2�,�z�,�t�)�.

�d�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�4

�A�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e�s� �p�a�r�o�i�s� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r�(�r�=�R�1�)�,�l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�s�t�d�i�s�p�o�s�é� �s�u�r� �l ��a�x�e

�d�e� �s�y�m�é�t�r�i�e� �d�e� �s�o�r�t�e� �q�u�e� �l�e� �t�r�a�i�t�e�m�e�n�t� �d�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �s�u�r� �c�e�s� �p�a�r�o�i�s� �n�é�c�e�s�s�i�t�e� �d�e�s� �c�o�n�s�i�d�é�r�a�t�i�o�n�s

�p�a�r�t�i�c�u�l�i�è�r�e�s�(�f�i�g�.�I�V�6�)

�L�a� �p�a�r�o�i� �p�a�s�s�e� �d�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �e�n�t�r�e� �d�e�u�x� �l�i�g�n�e�s� �d�u� �m�a�i�l�l�a�g�e� �d�é�f�i�n�i�s�s�a�n�t� �a�i�n�s�i� �u�n�e� �d�e�m�i�-�m�a�i�l�l�e�,

�c�e�t�t�e� �d�e�r�n�i�è�r�e� �p�e�r�m�e�t� �d ��é�v�i�t�e�r� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �d�e� �r�é�f�l�e�x�i�o�n� �d�e� �l�a�v�i�t�e�s�s�e� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e� �c�a�r� �e�l�l�e�n�e

�p�e�u�t� �p�a�s� �s�e� �f�a�i�r�e� �à� �l ��i�n�t�é�r�i�e�u�r� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �t�o�u�r�n�a�n�t�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�6�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�4�,�r�=�R�1

�C �� �,�ô ��,� �v � �u �
�u �

�w�=�0

�h�r
�u�C�,�ô�,� �v

�P�a�r�o�i� �S�4

�h�z



�C�h�a�p�i�t�r�e� �I�V �R�é�s�o�l�u�t�i�o�n�n�u�m�é�r�i�q�u�e

�6�1

�L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�v �a�u� �p�o�i�n�t�c�y�(�i�, �j �)�e�s�t� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð)
�c�y �c�y �1�i�, �j �i�, �j �r�o�t

�1
�v �v �2�v

�3 ð+
ð= ð+

�r�o�t�V �e�s�t� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r�.

�I�V�.�6�H�y�p�o�t�h�è�s�e� �s�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e�r�o�t�a�t�i�o�n� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r

�P�o�u�r� �é�v�i�t�e�r� �l�a� �c�r�é�a�t�i�o�n� �d�e�s� �i�n�s�t�a�b�i�l�i�t�é�s� �d�u�e�s� �à� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �o�p�t�é

�p�o�u�r� �u�n�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e� �é�v�o�l�u�t�i�v�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �d�e�r�n�i�è�r�e� �d�e�p�u�i�s� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �i�n�i�t�i�a�l�e�,� � �n�u�l�l�e�,� �à� �l�a

�v�a�l�e�u�r� �i�m�p�o�s�é�e� �p�r�o�p�o�s�é� �p�a�r�A�.� �G�h�e�z�a�l� �e�t� �a�l� �[�5�3�]�.

�D�e�s� �t�e�s�t�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s� �e�f�f�e�c�t�u�é�s�,�o�n�t� �c�o�n�d�u�i�t� �a�u� �c�h�o�i�x� �d ��u�n�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e�a�u� �c�o�u�r�s� �d�e�s

�p�r�e�m�i�e�r�s� �v�i�n�g�t� �p�l�a�n�s� �e�n� �t�e�m�p�s� �a�t�t�e�i�g�n�a�n�t� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �l�i�m�i�t�e� �v�0�.

�L ��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e� �q�u�i� �d�o�n�n�e� �l ��é�v�o�l�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n�r�o�t�v �(�t�)�d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e

�i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u� �t�e�m�p�s�e�s�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�0

�r�o�t

�0

�t �2�0
�v � � � �s�i� � � �t

�2�0 �6�4�v �(�t�)
�2�0

� �v � � � � � � � �s�i� � � �t
�6�4

ðì ð<ðïðï
ð=ðí

ðï ð>
ðïðî

�O�ù �0�v �e�s�t� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �i�m�p�o�s�é�e�.

�0 �1�0 �2�0 �3�0 �4�0 �5�0 �6�0 �7�0
�0�,�0

�0�,�2

�0�,�4

�0�,�6

�0�,�8

�1�,�0

�1�,�2

�v �
r�

o
�t�/�
v �0

�T �/�6�4

�F�i�g�u�e�I�V�.�7�:�E�v�o�l�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �a�u� �c�o�u�r�s� �d�u� �t�e�m�p�s
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�6�2

�O�n� �n�o�t�e� �a�u�s�s�i� �q�u�e� � �l�e�s� �t�e�r�m�e�s� �d�u� � �c�r�é�e�s� � �d�e� �l�a� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e� � �a�z�i�m�u�t�a�l� � �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �s�o�n�t� �p�r�i�s� �d�e

�l�a� �f�o�r�m�e� �d�u� �p�r�o�d�u�i�t� �d�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �d�a�n�s� �d�e�u�x� �p�l�a�n�s� �e�n� �t�e�m�p�s�,� �l�e� �p�l�a�n� �n� �e�t� �l�e� �p�l�a�n� �n�+�1�.�C�e�t�t�e

�f�o�r�m�e� �s ��e�s�t� �a�v�é�r�é�e�,� �a�p�r�è�s� �d�e�s� �t�e�s�t�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�,� �p�l�u�s� �a�d�a�p�t�é�e� �p�o�u�r� �l�a� �r�a�p�i�d�i�t�é� �d�e� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e

�q�u�e� �d�e� �c�o�n�s�i�d�é�r�e�r� � �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l�e� �m�ê�m�e� �p�l�a�n� �e�n� �t�e�m�p�s

�I�V�.�7�P�r�o�c�é�d�é� �i�t�é�r�a�t�i�f

�A�p�r�è�s� �l�a� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �t�e�m�p�o�r�e�l�l�e�s� � �e�t� �s�p�a�t�i�a�l�e�s� �d�e�s� �(�I�V�.�2�.�a�-�f�)�,� �o�n� �o�b�t�i�e�n�t�u�n

�s�y�s�t�è�m�e� �a�l�g�é�b�r�i�q�u�e� �n�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e� �r�é�s�u�l�t�a�n�t� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s�,� �a�c�c�o�m�p�a�g�n�é

�d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�,�q�u�i�e�s�t� �r�é�s�o�l�u� �p�a�r� �u�n� �p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �d�é�j�à� �u�t�i�l�i�s�é� �p�a�r� �F�o�r�t�i�n�[�5�6�]�,

�B�e�g�i�s�[�5�7�]� �e�t� �P�e�y�r�e�t� �e�t� �C�h�i�l�d�r�e�s�s� �[�5�8�]�.

�P�a�r� �u�n� �s�o�u�c�i� �d�e� �c�o�m�m�o�d�i�t�é� �d�e� �n�o�t�a�t�i�o�n�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� �l�e�s� �s�y�m�b�o�l�e�s�h�u �, �h�v �, �h�w �, �h�P�, �hðQ

�e�t �h�C �r�e�p�r�é�s�e�n�t�a�n�t� �l�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �d�e�s� �i�n�c�o�n�n�u�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �p�o�s�i�t�i�o�n�s� �d�o�n�n�é�e�s� �d�a�n�s� �l�a� �m�a�i�l�l�e

�d�e� �M�.�A�.�C�,� �c�'�e�s�t�-�à�-�d�i�r�e� �: �n �1
�h �i�, �j �1�/ �2�u �uð+

ð+ð= �,
�n �1

�h �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�v �vð+
ð+ ð+ð= �, �n �1

�h �i �1�/ �2�, �j�w �wð+
ð+ð= �,

�n �1
�h �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

ð+
ð+ ð+ðQ ð= ðQ �,

�n �1
�h �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�C �Cð+

ð+ ð+ð= �e�t �n �1
�h �i�, �j�P �Pð+ð=

�L�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�é� �r�é�s�u�l�t�a�n�t� �e�s�t� �m�i�s� �s�o�u�s� �l�a� �f�o�r�m�e� �s�y�m�b�o�l�i�q�u�e� �s�i�m�p�l�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð)
ð( ð)
ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)
ð( ð)

�u �h �h �h �h �h �h

�v �h �h �h

�w �h �h �h

�h �h �h

�h �h �h

�C �h �h �h

�L �u �, �v �, �w �, �P �, �, �C �0

�L �u �, �v �, �w �0

�L �u �, �w �, �P �0

�D � �u �, �w �, �p �0

�L �u �, �w �, �0

�L �u �, �w �, �C �0
ðq

ðQ ð=ðì
ðï

ð=ðï
ðï ð=ðï
ðí

ð=ðï
ðï ðq ð=ðï
ðï ð=ðî

�(�I�V�.�3�)

�O�ù �u �v �w�L �, �L �, �L �, �D�, �LðQ�e�t �C�L �s�o�n�t� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �d�e� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �r�e�l�a�t�i�f�s� �a�u� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s

�c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�a�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �a�u�x� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e� �u�,� �v�,� �w�,�P�,ðQ�e�t� �C�. �C�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s

�s�o�n�t� �a�p�p�l�i�q�u�é�e�s� �s�u�r� �t�o�u�s� �l�e�s� �p�o�i�n�t�s� �d�e� �l�a� �g�r�i�l�l�e�M�A�C� �q�u�i� �s�u�p�p�o�r�t�e�n�t� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�.

�L�e� �p�r�i�n�c�i�p�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �m�é�t�h�o�d�e� �e�s�t� �d�e� �c�o�r�r�i�g�e�r� �p�e�t�i�t� �à� �p�e�t�i�t� �l�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �e�s�t�i�m�é�e�s� �d�e�s

�c�h�a�m�p�s�u�,� �v�,� �w�,�P�,ðQ�e�t� �C� � �d�a�n�s� �c�h�a�q�u�e� �i�t�é�r�a�t�i�o�n� �j�u�s�q�u ��à� �o�b�t�e�n�i�r� �d�e�s� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e� �à

�u�n�e� �c�e�r�t�a�i�n�e�v�a�l�e�u�r� �d�e� �r�é�s�i�d�u� �p�r�é�d�é�f�i�n�i�a�n�t�é�r�i�e�u�r�e�m�e�n�t� �p�a�r� �l�e� �c�r�i�t�è�r�e� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�.
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�6�3

�L�e�s� �v�a�r�i�a�t�i�o�n�s� �b�r�u�t�a�l�e�s� �d�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s�,�q�u�i� �s�o�n�t� �e�n�g�e�n�d�r�é�e�s� �a�u� �c�o�u�r�s� �d�e�s� �p�r�e�m�i�è�r�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s

�s�o�n�t� �t�r�è�s� �d�é�s�t�a�b�i�l�i�s�a�n�t�e�s�.� �D�a�n�s� �l�e� �b�u�t� �d�e� �r�é�d�u�i�r�e� �l�e�s� �a�m�p�l�i�t�u�d�e�s� �d�e�s� �v�a�r�i�a�t�i�o�n�s�,� �d�e�s� �s�o�u�s

�r�e�l�a�x�a�t�i�o�n�s� �r�é�g�u�l�i�è�r�e�s� �o�n�t� �é�t�é� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �p�o�u�r� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �à� �l ��i�n�t�é�r�i�e�u�r� �d ��u�n� �p�a�s� �d�e� �t�e�m�p�s�.

�S�iðn�e�t� �l ��i�n�d�i�c�e� �d�e� �l ��i�t�é�r�a�t�i�o�n�,� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �(�I�V�.�3�) �e�s�t� �d�é�f�i�n�i� �a�l�o�r�s� �p�a�r� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s

�s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

ð( ð)
ð( ð)
ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

�h �h �h �h �h

�h �h

�h �h �h

�h �h

�h �h �h

�h �h

�1

�h �h �u �h

�1 �1

�h �h �v �h

�1 �1

�h �h �w

�1 �1 �1

�h �h

�1 �1 �1

�h �h �c

�1 �1 �1

�h �h �c

�u � �- �u � �K�L �u �, �v �, �w �, �P �, �, �C �0

�v � �- �v � �K�L �u �, �v �, �w � � � �0

�w �- �w �K�L �u �, �w �, �P � � � �=� �0

�- �D �u �, �w � � � � � � � � �0

�- � � � �L �u �, �w �, � � �=�0

�C �- � � � �C �L �u �, �w

ðnð+ ðn ðn ðn ðn ðn ðn ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðn ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðn ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðnð+

ðnð+ ðn ðnð+ ðnð+ ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðnð+

ð+ ðQ ð=

ð+ ð=

ð+

ðP ðP ð+ ðb ð=

ðQ ðQ ð+ ðc ðQ

ð+ ðwð( ð)
�h

�, �C � � �=�0ðn

ðì
ðï
ðï
ðï
ðïðï
ðí
ðï
ðï
ðï
ðï
ðïðî

�(�I�V�.�4�)

�O�ù�l�e�s�c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�s�d�e� �s�o�u�s� �r�e�l�a�x�a�t�i�o�n� �s�o�n�t� �c�h�o�i�s�i�s� �t�e�l� �q�u�e�:

�0 �1

�0 �1

�0 �1

�0 �1

ð< ð<

ð< ð<

ð< ð<

ð< ð<

�K

ðb
ðc
ðw

�L�e�s� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�s�, �, �,�K ðb ðc ðw�,� �s�o�n�t� �d�e�s� �p�a�r�a�m�è�t�r�e�s� �q�u�i� �d�o�i�v�e�n�t� �ê�t�r�e� �c�h�o�i�s�i�s� �d�e� �f�a�ç�o�n� �à� �a�s�s�u�r�e�r� �l�a

�c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e� �(�I�V�.�4�)�.�P�o�u�r� �c�e�l�a� �i�l� �e�s�t� �n�é�c�e�s�s�a�i�r�e� �d ��é�t�u�d�i�e�r� �l�e�s�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �d�e� �l�a

�s�t�a�b�i�l�i�t�é� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �(�I�V�.�4�)�,�d�o�n�t� �l�e�q�u�e�l� �l ��i�n�d�i�c�e� �d ��i�t�é�r�a�t�i�o�n�½�e�s�t� �i�d�e�n�t�i�q�u�e� �à

�l ��i�n�d�i�c�e� �d�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �e�n� �p�a�s� �d�e� �t�e�m�p�s� �n�,� �c�e� �q�u�i� �r�e�n�d� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �é�v�o�l�u�t�i�f� �d�a�n�s� �l�e� �t�e�m�p�s� �(�½�)�.

�I�V�.�8�.� �S�t�a�b�i�l�i�t�é� � �e�t� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e

�P�o�u�r� �n�o�t�r�e� �c�a�s�,� �o�n� �a� �u�t�i�l�i�s�é� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �d�e� �l ��é�t�u�d�e� �d�e� �l�a� �s�t�a�b�i�l�i�t�é� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r� �R�.�P�e�y�r�e�t�[�5�8�]

�(�1�9�7�6�)�e�t� �r�e�p�r�i�s� �p�a�r� �A�.�B�o�u�h�a�n�a�[�5�9�]� �1�9�8�2�.�L�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �e�s�t� �a�s�s�u�r�é�e

�s�e�u�l�e�m�e�n�t�,� �s�i� �l�e� �r�a�y�o�n� �s�p�e�c�t�r�a�l� �d�e� �l�a� �m�a�t�r�i�c�e� �d ��a�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �r�e�l�a�t�i�v�e� �a�u� �s�y�s�t�è�m�e� �s�i�m�p�l�i�f�i�é�,� �n�e

�d�é�p�a�s�s�e� �p�a�s� �l ��u�n�i�t�é�.� �C�e�l�a� �c�o�n�d�u�i�t� �a�u�x� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�s� �;

�L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �s�o�n�t� �a�l�o�r�s� �:
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�2

�2

�2

�2

�K �0�, �0�, �0

�2 �1 �h
�1

�T�a �4�K�h

�2 �1 �h
�1

�T�a�P�e �4�K�h

ðb ðcðì
ðï
ðï
ðï ðæ ðöðcðï ð+ ð+ ðbðç ð÷ðí ðç ð÷

ðè ðøðï
ðï ðæ ðöðcðï ð+ðç ð÷ðç ð÷ðï ðè ðøðî

ðf ðf ðf

ðp

ðp

�(�I�V�.�5�)

�L�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �p�a�r� �d�e�s� �t�e�s�t�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�.� �P�o�u�r� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s�d�e �, �,�K ðb ðc�,� �l�a

�m�e�i�l�l�e�u�r�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �e�s�t� �o�b�t�e�n�u�e� �a�v�e�c� �u�n�e� �v�a�l�e�u�r� �d�e�² �p�r�o�c�h�e� �d�u� �m�a�x�i�m�u�m� �p�e�r�m�i�s� �p�a�r

�l ��é�q�u�a�t�i�o�n�.

�P�o�u�r� �a�m�é�l�i�o�r�e�r�l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�,� �l�e� �p�r�o�c�é�d�é� �d�é�c�r�i�t� �p�r�é�c�é�d�e�m�m�e�n�t� �a� �é�t�é� �m�o�d�i�f�i�é� �p�a�r� �l ��u�t�i�l�i�s�a�t�i�o�n

�d�e� �l�a� �t�e�c�h�n�i�q�u�e� �d�e� �G�a�u�s�s�- �S�e�i�d�e�l� �q�u�i� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �u�t�i�l�i�s�e�r� �d�a�n�s� �c�h�a�c�u�n�e� �d�e�s�r�e�l�a�x�a�t�i�o�n�s�l�e�s

�v�a�l�e�u�r�s� �d�e�s� �i�n�c�o�n�n�u�e�s� �c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�a�n�t� �à� �l ��i�t�é�r�a�t�i�o�n� �(�½�+�1�)� �d�é�s� �q�u ��e�l�l�e�s� �s�o�n�t� �c�a�l�c�u�l�é�e�s�.

�A�f�i�n� �d�e� �l�i�m�i�t�e�r� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �d ��i�t�é�r�a�t�i�o�n�s� �e�t� �p�a�r� �c�o�n�s�é�q�u�e�n�t� �l�e� �t�e�m�p�s� �d�e� �c�a�l�c�u�l�,� �o�n� �i�m�p�o�s�e� �q�u�e� �l�a

�c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�u� �p�r�o�c�é�d�é� �i�t�é�r�a�t�i�f� �s�o�i�t� �o�b�t�e�n�u�e� �q�u�a�n�d� �:

ð( ð)�u �v �w �C�M�a�x �L �, �L �, �L �, �D �, �L �, �LðQ ð< ðe

�D�a�n�s� �n�o�t�r�e� �c�a�s�,� �l�e�s� �e�r�r�e�u�r�s� �d�e� �t�r�o�n�c�a�t�u�r�e� �s�o�n�t� �e�s�t�i�m�é�e�s� �à�0�(�h
�2
�,� �k

�2
�)� �p�o�u�r� �l�e� �p�a�s� �d�e� �t�e�m�p�s

�k�=�1�/�6�4� �e�t� �l�e�s� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�s� �p�a�s� �d�e� �l ��e�s�p�a�c�e�.� �L�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �d�e�µ� �s�o�n�t� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �h
�2
�(�µ�=�1�0�-�5�)�.

�D�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e�(�I�V�.�8�)�,� �i�l� �e�s�t� �e�x�p�o�s�é� �l ��o�r�g�a�n�i�g�r�a�m�m�e� �d�u� �p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �u�t�i�l�i�s�é� �p�o�u�r

�r�é�s�o�u�d�r�e� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s�.

�Q
�m�a�x

�e�t� �Q
�m�i�n

�:� �d�é�l�i�m�i�t�e�n�t� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �o�ù� �l ��o�n� �c�h�e�r�c�h�e� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �o�p�t�i�m�a�l�e� �d�e�Ç� �q�u�i� �a�s�s�u�r�e� �l�a

�b�o�n�n�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�.

�N�H�H� �:� �r�e�p�r�é�s�e�n�t�e� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �m�a�x�i�m�u�m� �d ��i�t�é�r�a�t�i�o�n� �d�e�m�a�n�d�é�.

�N�N�H� �:� �r�e�p�r�é�s�e�n�t�e� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �m�a�x�i�m�u�m� �d�e� �p�a�s� �e�n� �t�e�m�p�s� �d�e�m�a�n�d�é�.

�K� �:� �c�o�m�p�t�e�u�r� �d�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s� �e�f�f�e�c�t�u�é�e�s� �d�a�n�s� �l�e� �t�e�m�p�s�.

�G� �:� �c�o�m�p�t�e�u�r� �d�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s� �e�f�f�e�c�t�u�é�e�s� �p�o�u�r� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�.

�Y� �:� �l�e� �m�a�x�i�m�u�m� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �L
�U
�,�L

�V
�,�L

�W
�,� �D�,� �L

�˜
�e�t� �L

�C

�L ��i�n�s�t�r�u�c�t�i�o�n� �T�r�a�n�s�f�e�r�t� �e�s�t� �u�n�e� �s�i�m�p�l�e� �a�f�f�e�c�t�a�t�i�o�n� �d�e�s� �é�l�é�m�e�n�t�s� �d�e�s� �m�a�t�r�i�c�e�s� �U
�1
�,�V�1�,�W�1

�,�P
�1
�,�˜

�1

�e�t� �C
�1
�r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �d�a�n�s� �l�e�s� �m�a�t�r�i�c�e�s� �U

�0
�,�V

�1
�,�W

�0
�,�P

�0
�,�˜

�0
�e�t� �C

�0
�p�o�u�r� �l�e�s� �r�e�m�p�l�i�r� �a�u� �p�r�o�c�h�a�i�n

�p�l�a�n� �d�u� �t�e�m�p�s�.
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�C �,�Q �,�Q �,�N�N�H�,�N�H�H�,�T�a�,�P�r�,�S�c

ðD ðD ðD ðQ

�k�=�1�,� �p�l�a�n� �i�n�i�t�i�a�l

�G�=�1�,� �d�é�b�u�t� �d�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s

�m�i�n�Q �Qð=

�Y�=�0
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V.1. Introduction 

Ce chapitre est consacré à l’analyse des résultats obtenus analytiquement et 

numériquement, sur l’influence d’un champ magnétique externe sur le transfert de chaleur et 

de masse d’un fluide visqueux incompressible, électriquement conducteur, dans un espace 

annulaire horizontal, soumis à des conditions aux limites de type Dirichlet (concentration et 

température constantes). Les effets des paramètres de contrôle du problème, à savoir le 

nombre de Hartmann Ha, le nombre de Taylor et le nombre d’Eckert sur la structure de 

l’écoulement ont été aussi discutés. 

 
V.2. Etude de densité de maillage 
 

Pour assuré des résultats numériques plus fiable, on commence par examiner l’effet du 

maillage sur la solution numérique, et déduire la qualité de l’approximation du solution. 

Pour étudier l’influence du maillage sur les résultats numériques, on a procédé aux choix de la 

maille indépendante qui a été obtenu  en utilisant quatre  mailles de taille  différentes  tel que : 

(16x16) ; (32x32) ;  (48x48) ; (64x64) suivant les directions r et z. La figure (IV.1) montre 

l’effet du maillage sur  le profile radial de la composante azimutal de la vitesse au milieu de 

l’espace annulaire.  On remarque que les profils de vitesse présentent une grande similitude 

entre eux Néanmoins il faut noter que les courbes correspondant aux pas 1/48 et 1/64 sont 

assez proches entre elles par rapport à celles du pas 1/16.  

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

 16x16
 32x32
 48x48
 64x64

v*

r*  

Figure. V.1: Influence du maillage sur le profil radial de la vitesse azimutal pour 
�� =0.5, Ta=20,Ec=0, Ha=0,z*=7. 
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Le tableau IV.2 montre l’effet du maillage sur la précision du code numérique utilisé  pour les 

conditions  suivantes, Ha=2, Ec = 0.5, Ta=20. Les résultats indiquent que pour un maillage 

d’ordre 48×48 la solution a convergé vers des résultats à peu près constants. Augmenter le 

maillage jusqu’à 64×64 ne change pratiquement pas les résultats obtenus pour, Nu et Sh mais, 

par contre augmente considérablement le temps de calcul. 

En plus ce maillage permet l’utilisation du schéma numérique pour des valeurs du nombre de 

Hartmann  élevées. On a constaté que la taille de la maille (48x48) est suffisante pour assurer 

une bonne résolution du problème étudié. Ce qui nous avons conduit à l’utiliser pour notre 

étude. 

 
 
 

Pas=1/16 Pas=1/32 Pas=1/48 Pas=1/64 

 
Nui 

 

1,43014 1,43911 1,44101 1,44113 

 
Nue 

 

0,71957 0,72099 0,72122 0,72123 

 
Shi 

 

2,17897 2,16583 2,16366 2,15858 

 
She 

 

0,11598 0,11222 0,11107 0,11261 

 

Tableau V.1 : Effet du maillage sur la précision des résultats pour Ha=2, Ec = 0, Ta=20 

 

Ces résultats montrent que le maillage régulier de  pas 48×48 est suffisant pour assurer une 

bonne résolution spatiale  du problème. 
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V.3. Validation des modèles numériques 

Afin de tester la validité des résultats numériques obtenus, nous avons effectué des 

calculs par rapport au champ dynamique de l’écoulement pour le régime d’écoulement Taylor 

Vortex Flow (TVF), sous des conditions qui se rapprochent respectivement de celles utilisées 

par Dong Liu et al [60] et Abcha et al [61]. 

Dong Liu et al [60]  ont étudié expérimentalement la  stabilité de l’écoulement  de Taylor-

Couette avec un gradient radial de la température.  Le dispositif expérimental utilisé  est  un 

Digital Particle Image Velocimetry (DPIV) ils ont considéré quatre modèles du cylindre 

externe sans et avec différents nombres des  ailettes (6, 9 et 18), le rapport des rayons et 

d'aspect de chaque modèles étaient 0.825 et 48, respectivement.  

La comparaison a porté sur les résultats expérimentaux de l’évolution du champ de la vortcité 

sur le plan radial-axial (r,z) à Re=115,  sans la présence du gradient de température  et avec un 

modèle du cylindre extérieur sans ailettes. La figure IV.2  montre une  bonne concordance 

entre résultats de l’étude actuelle et ceux de  Dong Liu et al [60]   

Abcha et al [61] ont  adapté la technique de vélocimétrie par imagerie de particules (PIV) au 

système Couette-Taylor afin de mesurer les profils des vitesses axiales et radiales, des champs 

de la vortcité et leur dépendance spatio-temporelle. 

Les figures (IV. 3) et (IV. 4), représentent les résultats numériques obtenu en utilisant notre 

code de calcul et ceux obtenus par Abcha et al [61] relatifs à la distribution des composantes 

radiale et axiale de la vitesse, respectivement,  ceci pour  des positions radiale et axiale 

données. La comparaison indique une bonne concordance. 
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��

                                                                               (b) 

Figure V.2 : Champ de vorticité à Re=115 /Régime TVF, (a) résultats expérimentaux d’après 
Dong Liu et al [60], b) résultats de notre simulation numérique 
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Figure V.3: Composante radiale du profil de la vitesse à Re=125 /Régime TVF, (a) résultats 

expérimentaux d’après Abcha et al [61], b) résultats de notre simulation numérique 
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(a)                                                                                   (b) 
 

Figure V.4 : Composante axiale du profil de la vitesse à Re=125 /Régime TVF résultats 
expérimentaux d’après Abcha et al [61], b) résultats de notre simulation 

 

V.4.Influence du champ magnétique sur le champ dynamique 

Lorsque la rotation du cylindre intérieur atteint  une valeur critique (Tac= 70), on observe dans 

l’espace annulaire un écoulement secondaire sous forme de rouleaux toroïdaux contra-rotatifs. 

En effet, en raison de la rotation du fluide et de la force centrifuge qu'elle crée, une dépression 

apparaît au voisinage de la paroi du cylindre intérieur à faible valeur de pression statique .Par 

contre au voisinage de la paroi du cylindre extérieur, une forte valeur de pression statique est 

obtenue. Cette dépression est due à la circulation contrarotative des particules pour chaque 

paire de cellules voisines. 

L'application d'un champ magnétique constant dans la direction axiale du système permet 
d'agir sur la dynamique de l’écoulement entre les cylindres coaxiaux d'un fluide visqueux 
électriquement conducteur dans la limite de faibles  nombre de Prandtl . 

Nous avons représenté les profils radiaux des vitesses pour différents nombres d’Hartmann au 

milieu de l’entrefer (Figures V. 5, V. 6 et V. 7).   
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Figure V.5: Profile de  la vitesse radiale  à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 et 
z/d=7 
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Figure V. 6: Profile de  la vitesse azimutale  à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 
et z/d=7 
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Figure V. 7: Profile de  la vitesse axiale à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 et 

z/d=7 
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Figure V.8: Profile de  la pression à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 et z/d=7 
 

Les Figures (IV. 5, IV. 6 et IV. 7) montrent la variation de la vitesse radiale U, azimutale V et 

axiale W en fonction de nombres de Hartmann��  

Dans la partie centrale, nous constatons que les vitesses diminuent lorsque le champ 

magnétique augmente. Ceci s’explique par le cisaillement vertical qui se produit dans les 

composantes U et V de la vitesse, produisant des courants qui conjointement avec le champ 

axial génèrent des forces de volume (force de Lorentz) agissant contre les cisaillements. 

L’atténuation de l’écoulement radial et axial dans la partie centrale réduit la vitesse radiale et 
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This study is interested in the effect of an ax ial magnetic field imposed on incompressible flow of 
electrically conductive fluid between two horizontal coaxial cylinders. The imposed magnetic field is 
assumed uniform and constant. The effect of heat gene ration due to viscous dissipation is also taken 
into account. The inner and outer cylinders are maintained at different uniform temperatures and 
concentrations. The movement of the fluid is due to rotation of the cylinder with a constant speed. An 
exact solution of the governing equations for momentum and energy are obtained in the form of Bessel 
functions. A finite difference implicit scheme was used  in the numerical solution to solve the governing 
equations of convection flow and mass transfer. The velocity, concentration and temperature 
distributions were obtained with and without the ma gnetic field. The results show that for different 
values of the Hartmann number, the velocity and concentration between the two cylinders decreases as 
the Hartmann number increases. On the other hand, the Hartmann number does not affect the 
temperature. Also, it is found that by increasing the Hartmann number, the Nusselt and Sherwood 
numbers decreases.  
 
Key words:  Rotating cylinders,  viscous dissipation, heat transfer, mass transfer,  magnetic field, Bessel 
function, finite difference. 

 
 
INTRODUCTION 
 
The study of flow of electrically conductive fluids, called 
magnetohydrodynamic (MHD) has attracted much 
attention due to its various applications. In astrophysics 
and geophysics, it is applied to the study of stellar 
structures, terrestrial cores and solar plasma. In industrial 
processes, it finds its application in MHD pumps,  nuclear  

reactors, the extraction of geothermal energy, 
metallurgical and crystal growth in the field of 
semiconductors, the control of the behavior of fluid flow 
and the stability of convective flows. The analysis of flow 
and heat and mass transfer, known as the double-
diffusive   convection,   in   cylindrical   annuli   has   been 
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